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Neste trabalho, estudamos o problema de encontrar grafos extremais
com relac¸a˜o a` energia laplaciana sem sinal. Mais especificamente, procuramos gra-
fos com a maior energia laplaciana sem sinal em determinadas classes. Nesse sentido,
conjecturamos que o grafo unic´ıclico conexo com a maior energia laplaciana sem sinal
e´ o grafo formado por um triaˆngulo com ve´rtices pendentes distribu´ıdos balanceada-
mente e provamos parcialmente essa conjectura. Tal resultado foi provado tambe´m
para a energia laplaciana.
Ale´m disso, conjecturamos que o grafo com a maior energia laplaciana






ve´rtices e provamos tal conjectura para algumas classes de grafos,
em particular, para a´rvores, grafos unic´ıclicos e bic´ıclicos.




In this work, we study the problem of finding extremal graphs with
relation to the signless Laplacian energy. More specifically, we look for graphs with
the largest signless Laplacian energy inside certains classes. In this sense, we conjec-
ture that the connected unicyclic graph with the largest signless Laplacian energy
is the graph consisting of a triangle with balanced distributed pendent vertices and
we partially prove this conjecture. This result was also proved for the Laplacian
energy.
Moreover we conjecture that the graph with the largest signless Lapla-






vertices and we prove this conjecture for some classes of graphs, in
particular, for trees, for unicyclic and bicyclic graphs.




A Teoria Espectral de Grafos tem como principal objetivo determinar
propriedades de um grafo atrave´s do espectro (conjunto de autovalores) de diferentes
matrizes associadas a este grafo. A matriz mais utilizada para representar um
grafo G cujo conjunto de ve´rtices e´ V = {v1, v2, . . . , vn} e´ a matriz de adjaceˆncia
A(G) = [aij]. Esta e´ uma matriz quadrada de ordem n onde aij = 1, se existe um
aresta ligando os ve´rtices vi e vj e aij = 0, se na˜o existe aresta ligando os ve´rtices vi
e vj.
O in´ıcio da Teoria Espectral de Grafos se deu por volta de 1931, tendo
origem na a´rea da Qu´ımica Quaˆntica, quando foram utilizados grafos para repre-
sentar mole´culas de hidrocarbonetos a fim de se determinar os n´ıveis de energia de
alguns ele´trons associados a essa mole´cula atrave´s dos autovalores da matriz de ad-
jaceˆncia do grafo associado. Mas foi somente no ano de 1971, na tese de Cvetkovic´
[11], que a Teoria Espectral de Grafos teve sua fundamentac¸a˜o na a´rea matema´tica
e desde enta˜o e´ uma a´rea que vem despertando o interesse de pesquisadores por todo
o mundo, o que e´ ilustrado pelo grande nu´mero de publicac¸o˜es, principalmente nos
u´ltimos anos.
Por sua origem mais aplicada, a matriz de adjaceˆncia foi, e ainda e´,
a matriz associada ao grafo mais estudada. A` medida que a Teoria Espectral de
Grafos foi sendo mais explorada, surgiram outros conceitos de matrizes associadas
a grafos. Dentre elas tambe´m destacaremos nesse trabalho as matrizes laplaciana e
laplaciana sem sinal: a matriz laplaciana de um grafo G com conjunto de ve´rtices
V = {v1, v2, . . . , vn}, denotada por L(G) = [lij], e´ a matriz quadrada de ordem n
onde lii e´ igual ao grau do ve´rtice vi e lij = −aij, se i 6= j; e a matriz laplaciana
sem sinal de um grafo G, denotada por L+(G) = [sij], com conjunto de ve´rtices
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V = {v1, v2, . . . , vn} e´ a matriz quadrada de ordem n onde sii e´ igual ao grau do
ve´rtice vi e sij = aij, se i 6= j (aqui aij e´ a entrada ij da matriz de adjaceˆncia de G).
Quando associamos diferentes matrizes quadradas ao mesmo grafo, ob-
temos diferentes espectros, em que cada matriz associada ao grafo motiva a ob-
tenc¸a˜o de diferentes resultados. Uma dificuldade que encontramos quando estamos
tentando determinar propriedades estruturais do grafo atrave´s do seu espectro e´ a
ocorreˆncia de pares de grafos que possuem o mesmo espectro, mas na˜o as mesmas ca-
racter´ısticas (na˜o sa˜o isomorfos). Quando isso ocorre, dizemos que esses dois grafos
sa˜o coespectrais.
A matriz laplaciana sem sinal comec¸ou a ser mais explorada nos u´ltimos
anos, pois acreditava-se que essa matriz poderia representar melhor as propriedades
de um grafo atrave´s do seu espectro, uma vez que Cvetkovic´ e Simic´ em [10] mostra-
ram que, para grafos com ate´ 11 ve´rtices, a matriz laplaciana sem sinal e´ a matriz
com menor quantidade de pares de grafos coespectrais. Esse foi um dos motivos
para estudarmos tal matriz em maior detalhe. No entanto, a t´ıtulo de curiosidade,
mencionamos aqui os trabalhos de Carvalho et al. [7] e de Souza [49], onde os autores
encontraram uma quantidade infinita de pares de grafos coespectrais com relac¸a˜o a`
matriz laplaciana sem sinal, dando ind´ıcios de que tal teoria a respeito dessa matriz
pode na˜o ser verdadeira.
Um dos conceitos mais conhecidos relacionados a`s caracter´ısticas qu´ı-
micas de uma mole´cula e´ a energia total de ele´trons pi (um tipo de ele´tron associado a`
mole´cula). Conforme ja´ citamos anteriormente, e´ poss´ıvel representar uma mole´cula
atrave´s de um grafo G e a energia total de ele´trons pi pode ser aproximada pela soma
dos valores absolutos dos autovalores da matriz de adjaceˆncia do grafo G. Baseado
neste conceito qu´ımico, em 1977, Gutman [25] introduziu o conceito matema´tico de






onde λ1, λ2, . . . , λn sa˜o os autovalores da matriz de adjaceˆncia de G. Mais proprieda-
des a respeito desse paraˆmetro podem ser encontradas em [2, 27, 40] e nas refereˆncias
ali contidas. Como tambe´m falaremos de outras energias posteriormente, quando
nos referirmos a` energia E(G), a chamaremos de energia usual do grafo G.
O ca´lculo da energia de um grafo depende da determinac¸a˜o do espectro
da matriz de adjaceˆncia, o que se sabe na˜o ser uma tarefa fa´cil, ja´ que e´ necessa´rio
encontrar as ra´ızes de um polinoˆmio de grau n. Por isso, em geral, os trabalhos
que tratam desse paraˆmetro consistem na procura por cotas superiores ou inferiores
para a energia. Isso motiva a procura por grafos extremais envolvendo tal conceito.
Nesse sentido, um dos problemas cla´ssicos envolvendo a energia e´ en-
contrar grafos extremais, isto e´, determinar grafos que possuem a maior (ou menor)
energia dentre todos os grafos com determinado nu´mero de ve´rtices. O primeiro
resultado desse tipo foi provado em 1977 por Gutman [25]. Ele provou, que dentre
todas as a´rvores com n ve´rtices, a estrela Sn tem a menor energia e o caminho Pn
tem a maior energia. Apo´s isso, uma grande quantidade de artigos com relac¸a˜o a
extremalidade de grafos com relac¸a˜o a` energia foi publicado, citamos por exemplo
[6, 29, 35, 38, 39].
No entanto, o problema extremal ainda esta´ em aberto quando estamos
trabalhando com grafos quaisquer de n ve´rtices. Caporossi et al. [6] provaram que
o grafo que possui a menor energia dentre todos os grafos sem ve´rtices isolados com
n ve´rtices e´ a estrela Sn. Em particular, isso resolve o problema para grafos conexos
com n ve´rtices. O problema de determinar o grafo com a maior energia dentre todos
os grafos com n ve´rtices ainda continua sem soluc¸a˜o.
Baseado no conceito de energia usual de um grafo, surgiram outros
tipos de energias de grafos utilizando espectros de outras matrizes associadas a
grafos. Dentre essas outras energias, destacamos aqui as que estudamos durante a
realizac¸a˜o desse trabalho: a energia laplaciana e a energia laplaciana sem sinal.
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Foi somente no ano de 2006 que Gutman e Zhou [31] estabeleceram um
conceito de energia envolvendo os autovalores laplacianos de um grafo, inspirados
na definic¸a˜o de energia usual. A energia laplaciana de um grafo G de ordem n com






onde µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn sa˜o os autovalores laplacianos de G. Maiores detalhes a
respeito dessa energia podem ser encontrados em [15, 31, 47, 54] e nas refereˆncias
ali contidas.
Tambe´m para essa energia o problema de encontrar grafos extremais
tem recebido grande atenc¸a˜o. Em [22], Fritscher et al. provaram que a estrela com
n ve´rtices e´ a a´rvore de energia laplaciana ma´xima. Para se ter uma ideia da dificul-
dade do problema extremal, mesmo para as a´rvores ainda na˜o se conseguiu provar a
conjectura estabelecida por Radenkovic´ e Gutman, em [46], de que o caminho com
n ve´rtices e´ a a´rvore com menor energia laplaciana.
Para a energia laplaciana, ainda podemos destacar o estudo do pro-
blema extremal na classe de grafos threshold. Em [5], Brualdi et al. conjecturaram
que um tipo especial de grafo abacaxi com n ve´rtices tem energia laplaciana ma´xima
dentre todos os grafos conexos de mesma ordem n. Essa conjectura continua em
aberto, mas muito trabalho ja´ foi desenvolvido nesse sentido, onde destacamos as
refereˆncias [12, 32, 33, 52].
Em nosso trabalho, contribu´ımos no problema extremal da energia la-
placiana para os grafos unic´ıclicos. Em um primeiro momento, por meio de experi-
mentos realizados, formulamos a conjectura de que o grafo conexo unic´ıclico com n
ve´rtices, n ≥ 11, com energia laplaciana ma´xima e´ o grafo H(n), formado por um
triaˆngulo juntamente com n − 3 ve´rtices pendentes distribu´ıdos balanceadamente

















a a + 1
a + 1
H2(a)
Figura 1.1: Grafos H(n), com n = 3a+ i+ 3 ve´rtices, i = 0, 1 e 2, respectivamente
Neste trabalho provamos esta conjectura para uma grande quantidade
de casos. De fato, denotando por σ o nu´mero de autovalores laplacianos maiores ou
iguais ao grau me´dio, provamos o seguinte resultado.
Teorema 1.1. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana maior do que a energia laplaciana de G.
No intuito de provar tal resultado estabelecemos a seguinte cota supe-
rior para a energia laplaciana de grafos unic´ıclicos.
Teorema 1.2. Sejam G um grafo unic´ıclico de ordem n ≥ 4 e σ o nu´mero de
autovalores laplacianos de G maiores ou iguais a 2. Enta˜o




com igualdade se, e somente se, G e´ o grafo obtido a partir da estrela de 4 ve´rtices
com uma aresta extra.
Esses dois u´ltimos resultados que estabelecemos acerca da energia lapla-
ciana de grafos foram consequeˆncia de resultados ana´logos que estabelecemos para
a energia laplaciana sem sinal, que e´ a principal contribuic¸a˜o de nosso trabalho. A
energia laplaciana sem sinal e´ um conceito de energia que envolve os autovalores da
matriz laplaciana sem sinal e surgiu a partir da energia laplaciana. Se G e´ um grafo






onde q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qn sa˜o os autovalores da matriz laplaciana sem sinal de G.
A energia laplaciana sem sinal e´ um conceito relativamente recente,
definido pela primeira vez por Gutman et al. [30], em 2010. Essa e´ uma das razo˜es
para que o nu´mero de refereˆncias neste assunto seja pequeno. De fato, pela nossa
pesquisa bibliogra´fica, praticamente todo o trabalho existente nesse assunto pode ser
encontrado em [1, 16, 17, 18, 30]. Abreu et al. [1] e Das e Mojallal [16] estabeleceram
cotas envolvendo as treˆs energias: usual, laplaciana e laplaciana sem sinal de um
grafo G. Ale´m disso, em [1] os autores tambe´m estabeleceram algumas cotas para
LE+(G) envolvendo o nu´mero de ve´rtices e de arestas de G. Ja´ Das e Mojallal [17],
Das et al. [18] e Gutman et al. [30] relacionam a energia laplaciana sem sinal de
um grafo G com a energia usual do grafo linha de G.
Grande parte dos resultados estabelecidos nas refereˆncias citadas acima
na˜o exploram a fundo a energia laplaciana sem sinal, uma vez que sa˜o resultados
ana´logos aos existentes para a energia laplaciana cujas demonstrac¸o˜es sa˜o obtidas
por meras adaptac¸o˜es ou, no caso dos resultados envolvendo o grafo linha de G,
sa˜o obtidos de maneira mais direta por existir uma conhecida relac¸a˜o envolvendo as
matrizes de incideˆncia e laplaciana sem sinal do grafo G. Ale´m disso, para grafos
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bipartidos, o espectro da matriz laplaciana sem sinal coincide com o espectro da
matriz laplaciana, e portanto resultados ja´ conhecidos para a energia laplaciana
desses grafos tambe´m valem para a energia laplaciana sem sinal.
Por esses motivos, foi no presente trabalho que a energia laplaciana
sem sinal comec¸ou a ser explorada de forma mais aprofundada. Especialmente com
relac¸a˜o a extremalidade de grafos envolvendo tal paraˆmetro, problema ja´ cla´ssico
quando falamos nas energias usual e laplaciana, pretendemos formular tal problema
para a energia laplaciana sem sinal.
Para grafos unic´ıclicos, os resultados obtidos para a energia laplaciana
tambe´m foram estabelecidos de modo ana´logo para a energia laplaciana sem sinal.
Na verdade, a primeira conjectura que estabelecemos foi a de que o grafo conexo
unic´ıclico com n ve´rtices, n ≥ 10, com energia laplaciana sem sinal ma´xima e´ o grafo
H(n), mesmo grafo da Figura 1.1 para o caso da energia laplaciana.
De modo completamente ana´logo ao caso da energia laplaciana pro-
vamos a conjectura para uma grande quantidade de casos. Denotando por σ+ o
nu´mero de autovalores da matriz laplaciana sem sinal maiores ou iguais ao grau
me´dio, provamos o seguinte resultado.
Teorema 1.3. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ+ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que a energia laplaciana sem
sinal de G.
Tambe´m foi obtida uma cota superior para a energia laplaciana sem
sinal de grafos unic´ıclicos, ana´loga a cota do Teorema 1.2.
Teorema 1.4. Sejam G um grafo unic´ıclico conexo de ordem n e σ+ o nu´mero de
autovalores laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais a 2. Enta˜o





Os Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 foram obtidos em parceria com os profes-
sores Eliseu Fritscher, Kinkar Das e com o orientador do presente trabalho e fazem
parte da publicac¸a˜o [13].
No que diz respeito a grafos quaisquer com n ve´rtices, estabelecemos
a seguinte conjectura a respeito do grafo que tem a maior energia laplaciana sem
sinal.
Conjectura 1.5. O grafo com n ve´rtices que tem a maior energia laplaciana sem












Lembrando que um grafo e´ dito split se o seu conjunto de ve´rtices pode
ser particionado em dois conjuntos, um conjunto independente e uma clique. E e´
dito split completo se, ale´m de ser split, qualquer ve´rtice do conjunto independente e´
adjacente a todos os ve´rtices da clique. A Figura 1.2 mostra um grafo split completo
com 9 ve´rtices e conjunto independente com 6 ve´rtices.
Figura 1.2: Grafo split completo com 9 ve´rtices
Observamos que o grafo split completo esta´ contido na classe de grafos
threshold, que tambe´m e´ a classe que conte´m o grafo extremal no caso da energia
laplaciana.
8
Confirmamos esta conjectura computacionalmente para grafos threshold
ate´ 31 ve´rtices. Ale´m disso, provamos que, dentre todos os grafos split completos











ve´rtices e´ o que possui a maior energia laplaciana sem sinal.
Tambe´m estabelecemos condic¸o˜es sobre o nu´mero de ve´rtices, nu´mero
de arestas, nu´mero de autovalores menores ou iguais ao grau me´dio e nu´mero de
ciclos de um grafo de modo que ele tenha energia laplaciana sem sinal menor que
a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Em particular, provamos que
as a´rvores, os grafos unic´ıclicos e bic´ıclicos com n ve´rtices teˆm energia laplaciana
sem sinal menor que a energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Todos esses
resultados acerca da Conjectura 1.5 fazem parte de nosso trabalho [45].
Um outro problema cla´ssico envolvendo paraˆmetros espectrais de gra-
fos e´ avaliar as poss´ıveis mudanc¸as que ocorrem quando uma aresta e´ adicionada ou
removida do grafo. Esse e´ um problema comum quando tratamos do espectro das
diferentes matrizes associadas a um grafo, onde existem os ta˜o conhecidos resulta-
dos de entrelac¸amento de autovalores. Com relac¸a˜o a`s energias usuais e laplaciana
normalizada, podemos destacar os trabalhos de Allem et al. [3] e Day et al. [19],
respectivamente, onde os autores estudam a relac¸a˜o existente entre as energias do
grafo G e dos grafos G + e ou G − e. Para a energia laplaciana sem sinal obtemos
em nosso trabalho o seguinte resultado.
Teorema 1.6. Sejam G = (V,E) um grafo com n ve´rtices e m arestas, G 6= Kn, e
e uma aresta que na˜o pertence a E. Enta˜o:∣∣LE+(G+ e)− LE+(G)∣∣ ≤ 4− 4
n
. (1.5)
Essa cota e´ justa uma vez que existe um grafo que a satisfaz: o grafo
nulo com n ve´rtices. Ale´m disso, mesmo no caso em que considerarmos grafos
conexos, a cota na˜o pode ser melhorada, uma vez que existe pelo menos um grafo G
que satisfaz a cota assintoticamente, isto e´, dado qualquer  > 0 sempre existe um
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valor de n (nu´mero de ve´rtices do grafo G) para o qual |LE+(G+ e)− LE+(G)| >
4− . O grafo caterpillar regular de n ve´rtices com um caminho de tamanho 3, onde
a aresta e e´ adicionada ligando os dois ve´rtices terminais do caminho (veja Figura
1.3) e´ um grafo que possui essa propriedade.
. . . . . . . . .
e
r r r
Figura 1.3: Caterpillar regular com caminho de tamanho 3 adicionada a aresta e
Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira. No Cap´ıtulo 2,
apresentamos algumas definic¸o˜es e resultados gerais de grafos e de propriedades es-
pectrais. Ale´m disso, na u´ltima sec¸a˜o apresentamos a demonstrac¸a˜o do Teorema 1.6.
No Cap´ıtulo 3, apresentamos os resultados extremais acerca dos grafos unic´ıclicos,
provando em particular, os Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4.
O Cap´ıtulo 4 e´ dedicado ao estudo dos grafos threshold. Vemos inicial-
mente definic¸o˜es e resultados gerais envolvendo os grafos threshold e, posteriormente,
provamos a Conjectura 1.5 para o caso particular em que somente os grafos split
completos esta˜o sendo levados em considerac¸a˜o. Ao final do cap´ıtulo apresentamos
os resultados que provam a conjectura para outras classes de grafos, como as a´rvores,
os grafos unic´ıclicos e bic´ıclicos.
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2 CONCEITOS BA´SICOS
Neste cap´ıtulo, faremos um apanhado de definic¸o˜es e resultados iniciais
da Teoria Espectral de Grafos que sera˜o utilizados no decorrer deste trabalho. Pos-
teriormente, introduzimos os conceitos de energia usual, energia laplaciana e energia
laplaciana sem sinal de um grafo qualquer, bem como veremos propriedades gerais
envolvendo tais energias. Na u´ltima sec¸a˜o, apresentamos o problema da adic¸a˜o de
uma aresta a um grafo qualquer sob o ponto de vista da energia laplaciana sem sinal.
Tais resultados e definic¸o˜es foram (salvo menc¸a˜o contra´ria) retirados de [2, 4, 34, 40].
2.1 Definic¸o˜es iniciais
Um grafo e´ um par ordenado G = (V,E), onde V e´ um conjunto finito e
E e´ um subconjunto de pares na˜o ordenados de elementos de V . Os elementos de V
sa˜o chamados de ve´rtices e os elementos de E sa˜o chamados de arestas. Indicaremos
por |V | e |E|, respectivamente, o nu´mero de ve´rtices e o nu´mero de arestas de G.
Quando |V | = n, dizemos que o grafo G e´ de ordem n.
Se u, v ∈ V e e = {u, v} ∈ E, dizemos que os ve´rtices u e v sa˜o
adjacentes ou vizinhos e a aresta e e´ incidente em u e v.
Neste trabalho trataremos somente de grafos simples, que sa˜o grafos que
na˜o conteˆm lac¸os (arestas que ligam um ve´rtice a ele mesmo), sem arestas mu´ltiplas
(mais de uma aresta incidindo no mesmo par de ve´rtices) e sem orientac¸a˜o.
Exemplo 2.1. Na Figura 2.1, esta´ representado um grafo com conjunto de ve´rtices
V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} e conjunto de arestas E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}. As
arestas deste grafo sa˜o e1 = {v1, v4}, e2 = {v1, v2}, e3 = {v4, v2}, e4 = {v4, v5},
e5 = {v2, v5}, e6 = {v2, v3} e e7 = {v3, v6}. Por exemplo, os ve´rtices v4 e v5 sa˜o














Figura 2.1: Grafo do Exemplo 2.1
Dado um grafo G = (V,E), dizemos que G′ = (V ′, E ′) e´ um subgrafo
de G se V ′ ⊆ V e E ′ ⊆ E. Neste caso, escrevemos G′ ⊂ G. Dizemos que G′ e´ um
subgrafo induzido de G se G′ e´ subgrafo de G e e´ tal que dois ve´rtices sa˜o adjacentes
em G′ se, e somente se, eles sa˜o adjacentes em G.
Definimos o grafo complementar de G = (V,E) como o grafo G =
(V,E), onde a aresta {u, v} pertence a E se, e somente se, {u, v} na˜o pertence a E.
Um ve´rtice e´ dito isolado se ele na˜o e´ adjacente a nenhum dos outros
ve´rtices de G e e´ dito dominante se ele e´ adjacente a todos os outros ve´rtices de G.
Dizemos que um conjunto de ve´rtices e´ independente se quaisquer dois ve´rtices do
conjunto na˜o sa˜o adjacentes entre si.
Um grafo formado por n ve´rtices isolados e´ chamado de grafo nulo e e´
denotado por 0.
Definimos o grau de um ve´rtice v ∈ V como o nu´mero de arestas que
incidem em v. Em geral, denotamos o grau de v por d(v). No caso em que houver
alguma ordenac¸a˜o nos ve´rtices, escreveremos di para denotar o grau do i-e´simo
ve´rtice.
Os graus dos ve´rtices de um grafo G esta˜o relacionados com o nu´mero
de arestas de G da seguinte forma.
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Proposic¸a˜o 2.2. Dado um grafo G = (V,E), vale a seguinte relac¸a˜o∑
v∈V
d(v) = 2|E|. (2.1)
Um ve´rtice de grau 1 e´ chamado de ve´rtice pendente. Um ve´rtice adja-
cente a um ve´rtice pendente e´ chamado de ve´rtice quase-pendente. A aresta incidente
a um ve´rtice pendente e´ chamada de aresta pendente.







Pela proposic¸a˜o anterior, se |E| = m temos que d = 2m
n
.
Dado um grafo G = (V,E), um passeio de comprimento k entre dois
ve´rtices u e v e´ uma sequeˆncia finita de ve´rtices v0, v1, . . . , vk em V , onde v0 = u,
vk = v e {vi−1, vi} ∈ E, para todo i ∈ {1, . . . , k}. Note que pode haver repetic¸a˜o de
ve´rtices na sequeˆncia. Um passeio entre u e v e´ dito fechado se u = v.
Um caminho entre u e v e´ um passeio entre u e v sem repetic¸a˜o de
ve´rtices. Denotaremos por Pn o caminho com n ve´rtices. Um ciclo e´ um caminho
fechado, ou seja, e´ um caminho para o qual u = v. Denotaremos por Cn o ciclo
com n ve´rtices. O comprimento de um passeio, de um caminho ou de um ciclo e´ o
nu´mero de arestas que ocorrem em cada um deles. A Figura 2.2 mostra um caminho
P5 e um ciclo C4.
Figura 2.2: Grafos P5 e C4
Um grafo e´ dito conexo se existe um caminho ligando quaisquer dois
ve´rtices em G. Caso contra´rio, o grafo e´ dito desconexo. Em um grafo desconexo
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G, dizemos que G′ e´ uma componente conexa de G se G′ e´ conexo e e´ um subgrafo
maximal de G com essa propriedade, isto e´, na˜o existe um subgrafo conexo H de G
tal que G′ ⊂ H e G′ 6= H.
Se G = (V,E) e´ um grafo conexo e u, v ∈ V , definimos a distaˆncia de
u a v, denotada por d(u, v), como o comprimento do menor caminho que liga u a v.
A maior distaˆncia entre dois ve´rtices quaisquer de G e´ chamada de diaˆmetro de G
e e´ denotada por d(G). Quando G e´ desconexo, definimos d(G) =∞.
Dizemos que um grafo e´ k-regular , ou regular de grau k, se todos os
seus ve´rtices possuem o mesmo grau k. A Figura 2.3 mostra um grafo 3-regular.
Figura 2.3: Grafo 3-regular
Um grafo e´ dito completo se quaisquer dois ve´rtices distintos sa˜o adja-
centes. O grafo completo com n ve´rtices e´ (n− 1)-regular e sera´ denotado por Kn.
Na Figura 2.4, temos o grafo K5.
Figura 2.4: Grafo K5
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Uma clique de um grafo G e´ um subgrafo completo de G, ou seja, e´ um
subgrafo de G no qual todos os ve´rtices sa˜o dois a dois adjacentes.
Uma a´rvore e´ um grafo conexo e sem ciclos. Um grafo em que todas as
componentes conexas sa˜o a´rvores e´ chamado de floresta. A Figura 2.5 mostra uma
floresta com 3 a´rvores. Em uma a´rvore, um ve´rtice pendente e´ chamado de folha.
Note que o caminho Pn e´ tambe´m uma a´rvore.
Figura 2.5: Floresta com 3 a´rvores
E´ poss´ıvel determinar precisamente o nu´mero de arestas de uma a´rvore.
Proposic¸a˜o 2.3. Um grafo conexo com n ve´rtices e´ uma a´rvore se, e somente se,
possui n− 1 arestas.
Uma estrela Sn e´ uma a´rvore com n ve´rtices, onde existe um ve´rtice
que e´ adjacente a todos os outros n− 1 ve´rtices, estes u´ltimos na˜o sendo adjacentes
entre si. Denotaremos por S ′n o grafo obtido pela adic¸a˜o de uma aresta a` estrela Sn
(Veja Figura 2.6).




Um grafo com n ve´rtices e´ chamado de unic´ıclico se e´ um grafo conexo
que possui exatamente n arestas. Generalizando tal conceito, dizemos que um grafo
conexo G com n ve´rtices e´ c-c´ıclico se G possui exatamente n + c− 1 arestas, com
c > 0.
A cintura g de um grafo G e´ o comprimento do menor ciclo contido em
G. Se G na˜o conte´m nenhum ciclo, definimos g =∞.
Um grafo G = (V,E) e´ chamado de bipartido se existe uma partic¸a˜o do
conjunto dos ve´rtices V em dois subconjuntos na˜o-vazios e disjuntos V1 e V2 de modo
que todas as arestas de G sa˜o da forma {u, v} onde u ∈ V1 e v ∈ V2. Portanto, na˜o
existem ve´rtices adjacentes em V1 nem em V2. Por exemplo, as a´rvores sa˜o grafos
bipartidos.
Um grafo G e´ chamado de split se o conjunto dos ve´rtices de G pode
ser particionado em uma clique e um conjunto independente.
Figura 2.7: Grafo split com clique de 5 ve´rtices e conjunto independente de 5 ve´rtices
Um grafo G e´ dito split completo se, ale´m de ser um grafo split, todos
os ve´rtices do conjunto independente sa˜o adjacentes a todos os ve´rtices da clique.
2.2 Propriedades matriciais
Podemos associar diversas matrizes a um mesmo grafo. Vejamos agora
algumas delas.
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Figura 2.8: Grafo split completo com clique de 4 ve´rtices e conjunto independente
de 3 ve´rtices
Seja G = (V,E) um grafo com conjunto de ve´rtices V = {v1, v2, . . . , vn}.
A matriz de adjaceˆncia A(G) de G e´ definida como a matriz quadrada de ordem n
cujas entradas sa˜o
aij =
 1, se {vi, vj} ∈ E;0, caso contra´rio. (2.3)
Seja D(G) a matriz diagonal que conte´m os graus dos ve´rtices do grafo
G, ou seja, cada entrada dii da matriz D(G) e´ dada por dii = di e dij = 0, se i 6= j.
A matriz laplaciana L(G) do grafo G e´ definida como
L(G) = D(G)− A(G). (2.4)
Definimos a matriz laplaciana sem sinal L+(G) do grafo G como
L+(G) = D(G) + A(G). (2.5)
Para simplificar a notac¸a˜o, sempre que estiver claro no contexto o grafo
que estamos trabalhando, omitiremos o s´ımbolo (G).
Seja In a matriz identidade de ordem n. Para cada matriz quadrada C
associada a um grafo G, podemos calcular o seu polinoˆmio caracter´ıstico bem como
seus autovalores. Dado um grafo G, o polinoˆmio
pC(λ) = det(λI − C) (2.6)
17
e´ chamado de polinoˆmio caracter´ıstico de G associado a C. O espectro da matriz
de adjaceˆncia A(G) de G e´ chamado somente de espectro de G.
O espectro de uma matriz qualquer B de ordem n sera´ representado










, onde j ∈ {1, 2, . . . , n},
j∑
i=1
ki = n e ki ∈ {1, . . . , n} denota a multiplicidade do autovalor xi, para cada
1 ≤ i ≤ j.
Note que as treˆs matrizes definidas anteriormente sa˜o sime´tricas com
entradas reais e, portanto, todos os seus autovalores sa˜o reais ([34]).
O polinoˆmio caracter´ıstico de G associado a qualquer uma das matrizes
A,L ou L+ e´ unicamente determinado. Isso decorre do fato de que mesmo que as
matrizes dependam da ordenac¸a˜o dos ve´rtices, duas matrizes associadas ao mesmo
grafo com numerac¸a˜o diferente dos ve´rtices sa˜o semelhantes e, portanto, possuem o
mesmo polinoˆmio caracter´ıstico. Como consequeˆncia, o espectro de cada uma dessas
matrizes tambe´m e´ u´nico.
Dado um grafo G com n ve´rtices, usaremos λ1, λ2, . . . , λn para denotar
o espectro de G, µ1, µ2, . . . , µn para denotar o espectro da matriz laplaciana L(G) e
q1, q2, . . . , qn para denotar o espectro da matriz L
+(G). Ale´m disso, tambe´m chama-
remos µ1, µ2, . . . , µn de autovalores laplacianos de G e q1, q2, . . . , qn de autovalores
laplacianos sem sinal de G. Veremos agora algumas propriedades associadas a esses
espectros.
Uma vez que a soma das ra´ızes de um polinoˆmio caracter´ıstico e´ igual ao
trac¸o da matriz, como consequeˆncia da Proposic¸a˜o 2.2 obtemos o seguinte resultado.












qi = 2m. (2.8)
As matrizes L e L+ sa˜o matrizes positivas semidefinidas e, portanto
todos os seus autovalores sa˜o na˜o negativos. Podemos, portanto, escrever 0 ≤ µn ≤
µn−1 ≤ · · · ≤ µ1 e 0 ≤ qn ≤ qn−1 ≤ · · · ≤ q1.
Note que 1= [1, 1, . . . , 1]T e´ autovetor de L com autovalor associado
igual a 0, uma vez que a soma dos elementos de uma linha qualquer de L e´ zero. O
pro´ximo resultado, cuja demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em [2], apresenta essa
propriedade, ale´m de outras que sa˜o va´lidas para autovalores laplacianos de G.
Proposic¸a˜o 2.5. Se G e´ um grafo com autovalores laplacianos µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn,
enta˜o
(i) µn = 0 com autovetor associado 1=[1, 1, . . . , 1]
T ;
(ii) G e´ conexo se, e somente se, µn−1 > 0;
(iii) a multiplicidade do autovalor 0 e´ igual ao nu´mero de componentes co-
nexas de G;
(iv) se G e´ regular de grau k, enta˜o µi = k−λn−i+1, onde λi e´ autovalor da
matriz de adjaceˆncia de G.
Para grafos bipartidos e´ poss´ıvel associar o espectro laplaciano com o
espectro laplaciano sem sinal.
Proposic¸a˜o 2.6. [2] Se G e´ um grafo bipartido, o espectro laplaciano sem sinal e´
igual ao espectro laplaciano de G, ou seja, qi = µi, para 1 ≤ i ≤ n.
A demonstrac¸a˜o da proposic¸a˜o a seguir pode ser encontrada em [9].
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Proposic¸a˜o 2.7. Se G e´ um grafo com autovalores laplacianos sem sinal q1 ≥ q2 ≥
· · · ≥ qn, enta˜o
(i) se G e´ conexo, qn = 0 se, e somente se, o grafo e´ bipartido;
(ii) a multiplicidade do 0 como autovalor laplaciano sem sinal e´ igual ao
nu´mero de componentes bipartidas de G.
(iii) se G e´ um grafo k-regular, enta˜o qi = k + λi = 2k − µn−i+1, onde λi
e´ autovalor da matriz de adjaceˆncia de G e µi e´ autovalor da matriz
laplaciana de G.
Uma propriedade que tanto o espectro laplaciano quanto o espectro
laplaciano sem sinal possuem e´ a do entrelac¸amento entre os autovalores de um
grafo G e do grafo G + e, que e´ o grafo obtido de G pela adic¸a˜o de uma aresta e.
Os resultados podem ser encontrados em [51].
Teorema 2.8. Sejam G um grafo com n ve´rtices, distinto de Kn, e G + e o grafo
obtido de G pela adic¸a˜o de uma aresta e. Enta˜o valem
µi(G) ≥ µi+1(G+ e) ≥ µi+1(G), i = 1, 2, . . . , n− 1
e
qi(G) ≥ qi+1(G+ e) ≥ qi+1(G), i = 1, 2, . . . , n− 1.
Mais geralmente, se H e´ um subgrafo de G, enta˜o o i-e´simo autovalor
laplaciano (sem sinal) de H na˜o e´ maior do que o i-e´simo autovalor laplaciano (sem
sinal) de G, conforme descrito no pro´ximo resultado.
Teorema 2.9. [4] Sejam G um grafo e H um subgrafo de G com r ve´rtices. Enta˜o,





Para os autovalores da matriz de adjaceˆncia, obtemos algo um pouco
mais restrito, pois neste caso exigimos que H seja um subgrafo induzido de G, mas
em compensac¸a˜o obtemos um outro tipo de entrelac¸amento entre os autovalores.
Teorema 2.10. Sejam G um grafo e H um subgrafo induzido de G com r ve´rtices.
Enta˜o, para 1 ≤ i ≤ r,
λn−r+i(G) ≤ λi(H) ≤ λi(G).
Especificamente para o raio espectral da matriz de adjaceˆncia, temos o
seguinte resultado.
Teorema 2.11. [44] Sejam G um grafo conexo e H um subgrafo pro´prio de G.
Enta˜o λ1(H) < λ1(G).
UsaremosmG(I) emGL+ (I) para denotar o nu´mero de autovalores lapla-
cianos de G e o nu´mero de autovalores laplacianos sem sinal de G, respectivamente,
no intervalo I, contando as respectivas multiplicidades. Pelo Teorema 2.9, podemos
concluir que, se H e´ um subgrafo qualquer de G e I e´ um intervalo da forma [a,∞)
ou (a,∞), a ∈ R+, enta˜o mH(I) ≤ mG(I) e mHL+ (I) ≤ mGL+ (I). Merris [42] obteve
uma cota inferior para o valor de mG(2,∞) para um grafo qualquer G em termos do
comprimento do maior caminho contido em G. Da mesma forma, e´ poss´ıvel obter
uma cota inferior para mG[2,∞).
Proposic¸a˜o 2.12. Seja G um grafo conexo com n ve´rtices. Se ` e´ o nu´mero de







Demonstrac¸a˜o. Denote o maior caminho contido em G por P`. Os autovalores la-
placianos de P` sa˜o dados por ([4])












. Como P` e´
subgrafo de G obtemos que






Essa mesma cota se aplica para o nu´mero de autovalores laplacianos
sem sinal de G que esta˜o no intervalo I, uma vez que, para caminhos, o espectro
laplaciano sem sinal coincide com o espectro laplaciano.
Veremos agora uma te´cnica que pode ser u´til para calcular alguns au-
tovalores de uma matriz atrave´s dos autovalores de uma matriz de ordem menor.
Seja B uma matriz real e sime´trica de ordem n e suponha que as linhas e colunas
de B sa˜o indexadas por X = {1, . . . , n}. Seja {X1, X2, . . . , Xm} uma partic¸a˜o de X,








Bm,1 · · · Bm,m
 ,
onde Bi,j denota a submatriz (bloco) de B formada pelas linhas em Xi e pelas
colunas em Xj.
Se a soma das linhas de cada bloco Bi,j e´ constante, dizemos que a
partic¸a˜o {X1, X2, . . . , Xm} e´ uma partic¸a˜o equilibrada (ou regular) de B. O pro´ximo
resultado pode ser encontrado em [4].
Proposic¸a˜o 2.13. Seja {X1, X2, . . . , Xm} uma partic¸a˜o equilibrada de B, onde cada
bloco Bi,j da matriz B tem soma das linhas constante e igual a` cij. Se C = (cij)m×m
enta˜o o espectro da matriz C esta´ contido no espectro da matriz B, levando em conta
as multiplicidades.
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O pro´ximo resultado refere-se a` multiplicidade dos autovalores lapla-
cianos e laplacianos sem sinal associados ao nu´mero de ve´rtices pendentes de um
grafo. Ele pode ser encontrado em [24].
Proposic¸a˜o 2.14. Seja G um grafo com p ve´rtices pendentes adjacentes a q ve´rtices
quase-pendentes. Enta˜o, 1 e´ autovalor laplaciano e laplaciano sem sinal de G com
multiplicidade pelo menos p− q.
Note que, combinando os dois u´ltimos resultados, temos boas ferramen-
tas para o ca´lculo dos autovalores laplacianos e laplacianos sem sinal de grafos que
possuem uma grande quantidade de ve´rtices pendentes.
O pro´ximo resultado, devido a Ky Fan, estabelece uma relac¸a˜o para a
soma dos autovalores da soma de duas matrizes reais e sime´tricas. Aqui, se M e´
qualquer matriz real e sime´trica de ordem n, enta˜o λi(M) denota o i-e´simo maior
autovalor de M .
Lema 2.15. [53] Sejam A e B duas matrizes reais e sime´tricas de ordem n. Para










Considerando T uma a´rvore de ordem n ≥ 6, podemos estabelecer uma
cota superior para a soma dos k maiores autovalores laplacianos (sem sinal) de T
impondo uma condic¸a˜o sobre o diaˆmetro de T .
Lema 2.16. [23] Seja T uma a´rvore de ordem n ≥ 6. Se o diaˆmetro de T satisfaz








2.3 As “energias”associadas a um mesmo grafo
O primeiro conceito de energia envolvendo grafos surgiu no ano de
1977, quando Gutman [25] introduziu o conceito de energia de um grafo molecular.
Esse conceito surgiu baseado em um tipo de energia relacionada a`s caracter´ısticas
qu´ımicas de uma mole´cula, a qual pode ser representada por um grafo. Posteri-
ormente, essa definic¸a˜o foi estendida para grafos quaisquer por Gutman em [26] e,
desde enta˜o inu´meras propriedades envolvendo tal conceito ja´ foram estabelecidas, e
as principais podem ser encontradas, por exemplo, em [27, 28, 40] e nas refereˆncias
ali contidas.





onde λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn sa˜o os autovalores de G.
Somente anos mais tarde, em 2006, Gutman e Zhou [31] estabeleceram
um conceito de energia envolvendo os autovalores laplacianos de um grafo inspirados
na definic¸a˜o de energia acima.




∣∣µi − d∣∣ , (2.11)
onde µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn sa˜o os autovalores laplacianos de G.
Desde enta˜o, pesquisadores da Teoria Espectral de Grafos tem traba-
lhado para estabelecer propriedades para LE(G) como, por exemplo, encontrar cotas
superiores ou inferiores para LE(G), procurar por grafos que maximizam ou mini-
mizam LE(G), comparar esse valor com a energia usual de G ou com outras energias
envolvendo o espectro de outras matrizes associadas a G. Ale´m de [31], recomenda-
mos [15, 47, 54] e as refereˆncias ali contidas para maiores detalhes sobre a energia
laplaciana de um grafo.
24
Em analogia a` energia laplaciana, em 2010 Gutman et al. [30] estabe-
leceram o conceito de energia laplaciana sem sinal de um grafo, a qual envolve os
autovalores laplacianos sem sinal de G.





∣∣qi − d∣∣ , (2.12)
onde q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qn sa˜o os autovalores laplacianos sem sinal de G.
Por ser um conceito mais recente, existem poucas refereˆncias sobre a
energia laplaciana sem sinal, mas destacamos as seguintes [1, 16, 17].
Vale destacar aqui que o ca´lculo de qualquer uma das energias definidas
acima depende da determinac¸a˜o dos espectros usual, laplaciano ou laplaciano sem
sinal do grafo em questa˜o, o que na˜o e´ uma tarefa fa´cil. Assim, o estudo dessas
energias por muitas vezes se volta para o ca´lculo de cotas superiores ou inferiores
para o valor da energia, envolvendo, por exemplo, o nu´mero de ve´rtices, o nu´mero
de arestas ou outros paraˆmetros usuais do grafo.
Um dos problemas cla´ssicos estudados em Teoria Espectral de Grafos
consiste na busca por grafos extremais, o que em termos de energias se resume na
busca por grafos com maior ou menor energia.
Pela Proposic¸a˜o 2.6, se G e´ um grafo bipartido, as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal sa˜o iguais. Portanto, todo o estudo envolvendo energia lapla-
ciana de grafos bipartidos ja´ realizado ate´ o momento se aplica a` energia laplaciana
sem sinal. Ale´m disso, tambe´m para grafos k-regulares, e´ poss´ıvel estender para a
energia laplaciana sem sinal todo o estudo ja´ realizado para a energia laplaciana.
Mais geralmente, se G e´ um grafo k-regular, podemos relacionar as treˆs energias:
usual, laplaciana e laplaciana sem sinal, conforme o resultado abaixo.
Proposic¸a˜o 2.20. [1] Se G e´ um grafo k-regular, enta˜o E(G) = LE(G) = LE+(G).
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Seja B uma matriz de ordem m × n e posto r. Os valores singulares
de B sa˜o definidos como as ra´ızes quadradas dos autovalores da matriz BTB, os
quais denotaremos por σ1(B), σ2(B), . . . , σr(B). Note que, se B e´ uma matriz real e
sime´trica, enta˜o os valores singulares de B sa˜o os valores absolutos dos autovalores
de B.
O conceito de energia matricial, definido primeiramente por Nikiforov
[43], e´ uma generalizac¸a˜o da energia de grafos. Definimos a energia de uma matriz





Portanto, se B e´ uma matriz real e sime´trica, E(B) e´ a soma dos mo´dulos dos
autovalores de B.
As energias definidas anteriormente podem ser escritas como E(G) =
E(A(G)), LE(G) = E(L(G)− 2m
n
In) e LE
+(G) = E(L+(G)− 2m
n
In), onde In denota
a matriz identidade de ordem n.
Lema 2.21. [20] Sejam A e B matrizes de ordem n× n. Enta˜o:
E(A+B) ≤ E(A) + E(B). (2.14)
Ale´m disso, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma matriz ortogonal P tal
que PA e PB sa˜o matrizes positivas semidefinidas.
Note que, a partir deste lema, obtemos a seguinte relac¸a˜o
|E(A)− E(B)| ≤ E(A−B). (2.15)
Dado um grafo G, no decorrer do texto usaremos σ para representar o
nu´mero de autovalores laplacianos de G maiores ou iguais ao grau me´dio d, mais
precisamente, σ e´ o maior inteiro para o qual µσ ≥ d. Para diferenciar a notac¸a˜o, no
caso da laplaciana sem sinal usaremos σ+ para representar o nu´mero de autovalores
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laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais ao grau me´dio d, mais precisamente,
σ+ e´ o maior inteiro para o qual qσ+ ≥ d.
O principal motivo de se introduzir tais paraˆmetros e´ que eles sa˜o u´teis
para reescrever as energias laplaciana e laplaciana sem sinal. Podemos reescrever
a energia laplaciana (laplaciana sem sinal) de um grafo G em termos somente dos
autovalores laplacianos (laplacianos sem sinal) que sa˜o maiores ou iguais ao grau
me´dio d, ou em termos somente dos que sa˜o menores que d. Desta forma, o ca´lculo da
energia laplaciana (laplaciana sem sinal) se torna mais simples pois na˜o e´ necessa´rio
calcular todos os autovalores laplacianos (laplacianos sem sinal) de G. O pro´ximo
resultado pode ser encontrado em [14], por exemplo.
Proposic¸a˜o 2.22. Dado um grafo G de ordem n, as energias laplaciana e laplaciana









qi − 2σ+d. (2.17)
Demonstrac¸a˜o. Vamos separar o mo´dulo presente na fo´rmula da energia laplaciana
































µi = 2m, obtemos o resultado desejado. Para
a energia laplaciana sem sinal, a demonstrac¸a˜o e´ exatamente a mesma.
Ale´m disso, se usarmos α para representar o nu´mero de autovalores la-
placianos de G menores ou iguais ao grau me´dio d e α+ para representar o nu´mero de
autovalores laplacianos sem sinal de G menores ou iguais ao grau me´dio d, podemos
reescrever o resultado acima da seguinte forma.
Proposic¸a˜o 2.23. Dado um grafo G de ordem n, as energias laplaciana e laplaciana
sem sinal de G podem ser expressas, respectivamente, por









2.4 Adicionando uma aresta a um grafo qualquer
Neste sec¸a˜o, veremos qual e´ o efeito que a adic¸a˜o de uma aresta em um
grafo qualquer G 6= Kn pode causar na energia laplaciana sem sinal de um grafo.
Ale´m disso, encontramos dois exemplos de grafos para os quais a cota e´ atingida.
O resultado a seguir apresenta uma cota para a diferenc¸a entre as ener-
gias laplacianas sem sinal do grafo G 6= Kn e do grafo G + e, obtido a partir de G
pela adic¸a˜o de uma aresta e.
Teorema 2.24. Sejam G = (V,E) um grafo com n ve´rtices e m arestas, G 6= Kn,
e e uma aresta que na˜o pertence a E. Enta˜o:∣∣LE+(G+ e)− LE+(G)∣∣ ≤ 4− 4
n
. (2.20)











, para enta˜o aplicarmos a desigualdade (2.15), ou
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seja,
|LE+(G+ e)− LE+(G)| =
∣∣∣∣∣E
(












L+(G+ e)− 2(m+ 1)
n











Para estimar esse valor, teremos que encontrar os autovalores da matriz
L+(G + e) − L+(G) − 2
n
In. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a aresta
e liga os dois primeiros ve´rtices de G (que anteriormente na˜o eram adjacentes), ou
seja,






1 0 0 · · · 0
1 1− 2
n
0 0 · · · 0
0 0 − 2
n
0 · · · 0
0 0 0 − 2
n




















. Por fim, basta
tomar o valor absoluto desses nu´meros e soma´-los para obter a energia solicitada
E
(












ou seja, |LE+(G+ e)− LE+(G)| ≤ 4− 4
n
.
Apresentamos a seguir um exemplo de grafo desconexo para o qual a
igualdade acima e´ atingida, e um exemplo de grafo conexo no qual a igualdade e´
assintoticamente satisfeita, ou seja, para valores grandes de n, temos que o grafo
considerado satisfaz |LE+(G+e)−LE+(G)| > 4−, onde  > 0. Isso significa que a
cota na˜o pode ser melhorada, mesmo no caso em que considerarmos grafos conexos.
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Exemplo 2.25. A Figura 2.9 ilustra um grafo G com n ve´rtices isolados, e o grafo
G + e, obtido a partir de G pela adic¸a˜o de uma aresta e. Claramente, todos os
autovalores laplacianos sem sinal de G sa˜o nulos, donde LE+(G) = 0. Ale´m disso,
o espectro laplaciano sem sinal de G+ e e´ {0(n−1), 2}, uma vez que
L+(G+ e) =

1 1 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0






0 0 0 · · · 0

.
Assim, a energia laplaciana sem sinal de G+ e e´ LE+(G+ e) = 4− 4
n
. Portanto















Figura 2.9: Grafos G e G+ e
Exemplo 2.26. Uma caterpillar e´ uma a´rvore na qual a remoc¸a˜o dos ve´rtices de
grau 1 resulta em um caminho, ou seja, uma caterpillar e´ formada por um caminho
juntamente com qualquer nu´mero de folhas pendentes adicionadas a cada um dos
ve´rtices do caminho. Seja Pd este caminho central formado por d ve´rtices. Os
n − d ve´rtices restantes sa˜o os ve´rtices pendentes, que sa˜o adjacentes a algum dos
d ve´rtices do caminho. Uma caterpillar regular e´ uma caterpillar na qual todos os
ve´rtices do caminho Pd possuem o mesmo nu´mero r de ve´rtices pendentes (veja a
Figura 2.10). Denotaremos tais caterpillars por C(d, r) e, neste caso, o nu´mero de
ve´rtices e´ n = d(r + 1).
30




Figura 2.10: Caterpillar C(d, r)
Vamos considerar a caterpillar regular C(3, r) com um caminho de ta-
manho 3. E´ poss´ıvel calcular os autovalores laplacianos sem sinal de C(3, r) uti-
lizando as Proposic¸o˜es 2.13 e 2.14. De fato, pela Proposic¸a˜o 2.14, 1 e´ autovalor
laplaciano sem sinal de C(3, r) com multiplicidade 3r − 3 e os outros autovalores




r + 1 1 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
1 r + 2 1 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0
0 1 r + 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1
1 0 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















1 0 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















0 1 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0






















r + 1 1 0 r 0 0
1 r + 2 1 0 r 0
0 1 r + 1 0 0 r
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0














. Como 1 na˜o faz parte deste
espectro, obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal de C(3, r) que e´ igual
a` {
0, 1(3r−3), r + 1,
r + 2±√r2 + 4r
2
,




Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de C(3, r),






























− r + 4−
√














r + 4 +
√
r2 + 8r + 4
2








r2 + 4r +
√
r2 + 8r + 4.
Vamos agora adicionar uma aresta e ligando os ve´rtices terminais do
caminho obtendo o grafo da Figura 2.11.
Analogamente ao realizado acima temos que, pela Proposic¸a˜o 2.14, 1 e´
autovalor laplaciano sem sinal de C(3, r) + e com multiplicidade 3r − 3 e os outros
autovalores laplacianos sem sinal de C(3, r) podem ser obtidos pela Proposic¸a˜o 2.13
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. . . . . . . . .
e
r r r
Figura 2.11: Grafo C(3, r) + e
reduzindo a matriz
L+(C(3, r) + e) =

r + 2 1 1 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
1 r + 2 1 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0
1 1 r + 2 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1
1 0 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















1 0 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















0 1 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0




















B(C(3, r) + e) =

r + 2 1 1 r 0 0
1 r + 2 1 0 r 0
1 1 r + 2 0 0 r
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0













. Como 1 na˜o faz parte deste es-
pectro, obtemos desta forma o espectro laplaciano sem sinal de C(3, r) + e que e´
igual a` 1(3r−3),
(




r + 5±√r2 + 10r + 9
2
 .
Podemos, portanto, calcular a energia laplaciana sem sinal de
C(3, r) + e, lembrando que, neste caso, m = n, donde d = 2,
LE+(C(3, r) + e) = 3r − 3 + 2 ·
(







2− r + 5−
√













r + 5 +
√




= 3r − 3 + 2
√
r2 + 4r +
√
r2 + 10r + 9.
Obtemos assim





r2 + 4r +
√
r2 + 10r + 9−
√
r2 + 8r + 4.
Agora, fazendo n→∞, temos que r →∞, e neste caso
lim
r→∞
(LE+(C(3, r) + e)− LE+(C(3, r))) = 4.
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Portanto, o grafo C(3, r) e´ um exemplo de grafo que prova que a cota
em (2.20) na˜o pode ser melhorada.
Vale destacar que, o grafo caterpillar C(4, r) tambe´m e´ um grafo para
o qual a cota em (2.20) na˜o pode ser melhorada. A medida que aumentamos o valor
de d, o ca´lculo dos autovalores laplacianos sem sinal do grafo C(d, r), se torna cada
vez mais complicado e, por esse motivo, na˜o podemos concluir que todos os grafos
caterpillar sa˜o exemplos de grafos para os quais a cota na˜o pode ser melhorada,
apesar de acreditarmos que tal fato seja verdadeiro.
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3 GRAFOS UNICI´CLICOS
Nosso principal objetivo e´ estabelecer propriedades da energia laplaci-
ana sem sinal de grafos quaisquer. Como os espectros laplaciano e laplaciano sem
sinal de grafos bipartidos coincidem, conforme a Proposic¸a˜o 2.6, voltamos nossa
atenc¸a˜o para a famı´lia dos grafos unic´ıclicos, que e´ possivelmente, a famı´lia de grafos
conexos mais simples de se trabalhar depois das a´rvores. Neste cap´ıtulo, primeira-
mente estabelecemos uma cota superior para as energias laplaciana e laplaciana sem
sinal de qualquer grafo unic´ıclico conexo em func¸a˜o do nu´mero de ve´rtices n e do
nu´mero de autovalores maiores ou iguais ao grau me´dio 2, σ e σ+. Essa cota sera´
de fundamental importaˆncia na demonstrac¸a˜o do principal resultado deste cap´ıtulo,
que e´ provar qual e´ o grafo unic´ıclico conexo de energias laplaciana e laplaciana sem
sinal ma´ximas, sob determinadas condic¸o˜es de σ e σ+, respectivamente. Os resul-
tados apresentados neste cap´ıtulo foram obtidos em conjunto com Kinkar C. Das,
Eliseu Fritscher e Vilmar Trevisan e fazem parte do nosso trabalho [13].
3.1 Nova cota superior para as energias laplaciana e
laplaciana sem sinal de grafos unic´ıclicos
A seguir iremos provar uma cota superior para as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal de um grafo unic´ıclico conexo qualquer com n ≥ 4 ve´rtices.





vamente. Essa cota nos sera´ de fundamental importaˆncia na Sec¸a˜o 3.2, pois ela e´ o
resultado que nos permite provar os Teoremas 3.5 e 3.6, onde estabelecemos o grafo
unic´ıclico de energias laplaciana e laplaciana sem sinal ma´ximas.
A cota por si so´ ja´ e´ um resultado importante por ser um valor muito





) das energias (laplaciana e laplaciana sem sinal) dos grafos
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candidatos a serem ma´ximos. Lembrando que, em um grafo unic´ıclico conexo, o
nu´mero de arestas e´ igual ao nu´mero de ve´rtices, donde d = 2.
Grafo LE+(G) Cota 2n− 4σ+
n
LE(G) Cota 2n− 4σ
n
C3 4 4, 66 4 3, 33
C4 4 5 4 5
S ′4 5, 1231 6 6 6
C5 6, 4721 7, 6 6, 4721 8, 4
S ′5 7, 3626 8, 4 8 8, 4
7, 1069 8, 4 7, 8416 8, 4
6, 7298 8, 4 6, 9623 7, 6
6, 3401 7, 6 6, 3401 7, 6
Tabela 3.1: Grafos unic´ıclicos com ate´ 5 ve´rtices e suas energias laplaciana e lapla-
ciana sem sinal
Teorema 3.1. Sejam G um grafo unic´ıclico conexo de ordem n e σ+ o nu´mero de
autovalores laplacianos sem sinal de G maiores ou iguais a 2. Enta˜o




Demonstrac¸a˜o. Nossa demonstrac¸a˜o esta´ estruturada da seguinte maneira: verifica-
mos manualmente que a cota e´ va´lida para todos os grafos unic´ıclicos com n = 3, 4, 5
ve´rtices. Para grafos unic´ıclicos G com n ≥ 6 ve´rtices, vamos separar a demons-
trac¸a˜o em dois casos: caso G ∼= S ′n e´ poss´ıvel demonstrar a cota atrave´s do ca´lculo
da maioria dos autovalores laplacianos sem sinal de S ′n; caso G  S ′n, usaremos o
Lema 2.16.
Existem 8 grafos unic´ıclicos com ate´ 5 ve´rtices, todos eles representados
na Tabela 3.1. Note que, para todos esses grafos, a cota (3.1) e´ satisfeita. Em
particular, para os grafos S ′4 e S
′
5 a cota sera´ novamente verificada no caso G
∼= S ′n.
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Seja S ′n o grafo obtido da estrela Sn pela adic¸a˜o de uma aresta. Pelo
Teorema 2.8, temos que os autovalores laplacianos sem sinal de S ′n satisfazem
q1(S
′
n) ≥ q1(Sn) ≥ q2(S
′
n) ≥ q2(Sn) ≥ q3(S
′
n) ≥ q3(Sn) ≥ · · · ≥ qn−2(S
′
n) ≥
qn−2(Sn) ≥ qn−1(S ′n) ≥ qn−1(Sn) ≥ qn(S
′
n) ≥ qn(Sn).
Mas, o espectro laplaciano sem sinal de Sn e´ {0, 1(n−2), n}, donde
q1(S
′
n) ≥ n ≥ q2(S
′
n) ≥ 1 ≥ q3(S
′
n) ≥ 1 ≥ · · · ≥ qn−2(S
′
n) ≥ 1 ≥ qn−1(S
′







n) = · · · = qn−1(S ′n) = 1 e para os outros
autovalores laplacianos sem sinal temos as seguintes condic¸o˜es
q1(S
′
n) ≥ n , n ≥ q2(S
′
n) ≥ 1 and 1 ≥ qn(S
′
n) ≥ 0. (3.2)
Precisamos saber quais desses autovalores sa˜o maiores do que 2 e quais
sa˜o menores do que 2 para estimar a energia laplaciana sem sinal de S ′n. Para isso,
usaremos a Proposic¸a˜o 2.13 a fim de obter o polinoˆmio caracter´ıstico de L+(S
′
n),
que e´ o seguinte
f(x) = (x− 1)n−3 (x3 − (n+ 3)x2 + 3nx− 4) . (3.3)







n), sa˜o exatamente as ra´ızes de f1(x) = x
3−(n+3)x2+3nx−4.
Agora, por (3.2) temos que q1(S
′
n) ≥ n ≥ 2 e qn(S ′n) ≤ 1 < 2, resta portanto, saber
se q2(S
′
n) ≥ 2 ou q2(S ′n) < 2. Para isso vamos avaliar a func¸a˜o f1(x) em nu´meros
apropriados:
f1(2) = 2n− 8 ≥ 0, se n ≥ 4,
f1(3) = −4 < 0.
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Portanto, 2 ≤ q2(S ′n) ≤ 3, se n ≥ 4, e segue da Proposic¸a˜o 2.23 que
LE+(S
′
n) = 2 · (n− 2) · 2− 2 · (n− 3 + qn(S
′
n))




, se n ≥ 4 .
Logo, se n ≥ 4 e G ∼= S ′n, temos que σ+ = 2 e




Para o outro caso, vamos primeiramente provar a seguinte afirmac¸a˜o:
todos os grafos unic´ıclicos G  S ′n de ordem n ≥ 6 possuem uma aresta e tal que o













Figura 3.1: Poss´ıveis a´rvores T = G− e, se G  S ′n
De fato, seja Ck o ciclo com k ve´rtices que e´ subgrafo induzido do grafo
G. Se k ≥ 5, removendo qualquer aresta e de Ck, a a´rvore resultante T = G − e
possui como subgrafo induzido o caminho P5, donde T tem diaˆmetro maior ou igual
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a 4 (veja o grafo da parte de baixo da Figura 3.1). Se k = 4, enta˜o um dos ve´rtices do
ciclo C4, digamos v1, e´ adjacente a outro ve´rtice que esta´ fora do ciclo. Removendo
uma das arestas incidentes a v1 no ciclo C4, obtemos uma a´rvore T = G−e que tem
diaˆmetro pelo menos 4 (o u´ltimo grafo da parte superior da Figura 3.1 mostra esse
caso). Se k = 3, como G  S ′n, exitem dois poss´ıveis casos: 1) existem pelo menos
dois ve´rtices do ciclo C3, digamos v1 e v2, que sa˜o adjacentes a ve´rtices que na˜o
pertencem ao ciclo. Removendo a aresta entre v1 e v2, a a´rvore resultante T = G−e
tem diaˆmetro pelo menos 4 (o grafo central da parte superior da Figura 3.1 ilustra
esse caso); 2) existe um ve´rtice do ciclo C3, digamos v1, que e´ adjacente a pelo
menos uma a´rvore de diaˆmetro maior ou igual a um. Removendo uma das arestas
incidentes a v1 no ciclo C3, obtemos uma a´rvore T = G− e que tem diaˆmetro pelo
menos 4 (veja o primeiro grafo da Figura 3.1). Portanto, existe sempre uma aresta
e tal que T = G− e tem diaˆmetro pelo menos 4.
Suponha que os ve´rtices de G sa˜o enumerados de tal maneira que e e´




d1 1 q13 · · · q1n
1 d2 q23 · · · q2n










d1 − 1 0 q13 · · · q1n
0 d2 − 1 q23 · · · q2n










1 1 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0






0 0 0 · · · 0

= L+(T ) + L+(0 + e).
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Agora, 0+e e´ o grafo formado por uma aresta ligando dois ve´rtices quaisquer e n−2
ve´rtices isolados, cujo espectro laplaciano sem sinal pode ser facilmente calculado e
e´ dado por {0(n−1), 2}.
Dado um inteiro positivo k (1 ≤ k ≤ n), podemos aplicar o Lema 2.15

















µi(T ) + 2






µi(T ) + 2
< n+ 2k − 2k
n
.
Utilizando a relac¸a˜o acima e a Proposic¸a˜o 2.22, obtemos que a energia
















Para o caso da energia laplaciana, a cota e´ a mesma, com excec¸a˜o de
que, neste caso, ela na˜o vale para n = 3 e a igualdade e´ atingida para o grafo S
′
4.
As etapas da demonstrac¸a˜o sa˜o as mesmas que para o caso da laplaciana sem sinal,
por isso a faremos de modo mais resumido.
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Teorema 3.2. Sejam G um grafo unic´ıclico conexo de ordem n ≥ 4 e σ o nu´mero
de autovalores laplacianos de G maiores ou iguais a 2. Enta˜o
LE(G) ≤ 2n− 4σ
n
, (3.4)
com igualdade se, e somente se, G = S
′
4.
Demonstrac¸a˜o. Nossa demonstrac¸a˜o esta´ estruturada da seguinte maneira: verifi-
camos algebricamente que a cota e´ va´lida para todos os grafos unic´ıclicos com 4 e
5 ve´rtices. Para grafos unic´ıclicos G com n ≥ 6 ve´rtices, vamos separar a demons-
trac¸a˜o em dois casos: G ∼= S ′n em que e´ poss´ıvel demonstrar a cota atrave´s do ca´lculo
dos autovalores laplacianos de S ′n; e G  S ′n, onde usaremos o Lema 2.16.
Existem 7 grafos unic´ıclicos com 4 e 5 ve´rtices (veja Tabela 3.1) e para
todos esses grafos a cota (3.4) e´ satisfeita. Em particular, para os grafos S ′4 e S
′
5, a
cota sera´ novamente verificada no caso G ∼= S ′n.
Seja S ′n o grafo obtido da estrela Sn pela adic¸a˜o de uma aresta. O
espectro laplaciano de S
′
n e´ {0, 1(n−3), 3, n}, donde σ = 2. Pela Proposic¸a˜o 2.22, a
energia laplaciana de S
′
n satisfaz





n)− 2 · 2 · 2




, pois n ≥ 4 ,
com igualdade se, e somente se, n = 4.
Logo, se n ≥ 4 e G ∼= S ′n, temos que
LE(G) ≤ 2n− 4σ
n
.
Para o caso em que n ≥ 6 e G  S ′n, utilizaremos o mesmo fato utilizado
na demonstrac¸a˜o para a cota da energia laplaciana sem sinal de que existe uma
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aresta e de G tal que o diaˆmetro da a´rvore T = G − e e´ no mı´nimo 4. Tambe´m,
analogamente ao caso da laplaciana sem sinal, podemos supor que a aresta e e´
incidente aos dois primeiros ve´rtices de G, donde a matriz L(G) pode ser escrita na
seguinte forma
L(G) = L(T ) + L(0 + e).
Dado um inteiro positivo k (1 ≤ k ≤ n), podemos aplicar o Lema 2.15













µi(T ) + 2.






µi(T ) + 2
< n+ 2k − 2k
n
.
Utilizando a relac¸a˜o acima e a Proposic¸a˜o 2.22 obtemos que a energia















3.2 Grafos unic´ıclicos com energias laplaciana e laplaciana
sem sinal ma´ximas
Nesta sec¸a˜o, vamos formular a conjectura de qual e´ o grafo unic´ıclico
conexo com energias laplaciana e laplaciana sem sinal ma´ximas e vamos provar em
parte tal conjectura. Primeiramente, vamos calcular e estimar as energias laplaciana
e laplaciana sem sinal de alguns grafos unic´ıclicos especiais, os quais chamaremos de
triaˆngulos com pendentes balanceadamente distribu´ıdos. Esses grafos com n ve´rtices
sa˜o formados por triaˆngulos (ciclos com treˆs ve´rtices) com n − 3 ve´rtices sa˜o dis-
tribu´ıdos equilibradamente como ve´rtices pendentes incidentes aos treˆs ve´rtices do
triaˆngulo, dependendo do resto da divisa˜o de n− 3 por 3. Denotaremos tais grafos
por H(n). Se a e´ um nu´mero natural, existem treˆs triaˆngulos deste tipo: aquele
com a pendentes em cada um dos ve´rtices do triaˆngulo, o qual denotaremos por
H0(a); aquele com a pendentes em dois dos ve´rtices do triaˆngulo e a+ 1 pendentes
no ve´rtice restante, o qual denotaremos por H1(a); e aquele com a pendentes em
apenas um dos ve´rtices do triaˆngulo e a + 1 pendentes nos outros dois ve´rtices, o
qual denotaremos por H2(a). Esses grafos esta˜o representados na Figura 3.2.
Estamos interessados em estudar as propriedades de tais grafos, pois
conjecturamos o seguinte.
Conjectura 3.3. Se n ≥ 11, o grafo conexo unic´ıclico com n ve´rtices que tem a
maior energia laplaciana e a maior energia laplaciana sem sinal e´ um grafo H(n).
Usando o software SAGE [50], atrave´s de um processo exaustivo, cal-
culamos as energias laplaciana e laplaciana sem sinal de todos os grafos conexos
unic´ıclicos com n ≤ 13 ve´rtices, e conclu´ımos o seguinte.
Proposic¸a˜o 3.4. Denote por GL e GL+ os grafos de ordem n com maior energia
laplaciana e maior energia laplaciana sem sinal, respectivamente. Enta˜o:

















a a + 1
a + 1
H2(a)
Figura 3.2: Grafos Hi(a), com n = 3a+ i+ 3 ve´rtices, i=0, 1 e 2
2. GL = GL+ = S
′
n se 4 ≤ n ≤ 9;
3. GL = S
′
n e GL+ = H1(2), se n = 10;
4. GL = GL+ = H(n), se n = 11, 12 e 13.
Nesta sec¸a˜o, provaremos que alguns grafos teˆm energia laplaciana (res-
pectivamente, laplaciana sem sinal) menor que a energia laplaciana (respectiva-
mente, laplaciana sem sinal) do grafo H(n), reforc¸ando assim a Conjectura 3.3.
Mais precisamente, provaremos os seguintes resultados.
Teorema 3.5. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ+ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.
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Teorema 3.6. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana maior do que G.
Para provar tais resultados vamos, primeiramente, calcular e, quando
na˜o for poss´ıvel calcular explicitamente, estimar as energias laplaciana e laplaciana
sem sinal dos grafos H0(a), H1(a) e H2(a). No pro´ximo lema estabelecemos o valor
exato das energias laplaciana e laplaciana sem sinal de H0(a).
Lema 3.7. Seja n ≥ 6 um inteiro tal que n ≡ 0(mod3), ou seja, existe um inteiro
a ≥ 1 tal que n = 3a + 3. Enta˜o, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do













n2 + 18n− 27, (3.5)
LE+(H0(a)) = n− 6 + 1
3
[√
n2 + 24n+ 2
√
n2 + 6n− 27
]
. (3.6)
Demonstrac¸a˜o. Vamos primeiramente calcular a energia laplaciana sem sinal de
H0(a), iniciando com o ca´lculo dos autovalores de L
+(H0(a)) e para isso iremos
utilizar as Proposic¸o˜es 2.13 e 2.14. Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1 e´ um autova-
lor laplaciano sem sinal de H0(a) com multiplicidade 3a − 3 = n − 6. Agora, note
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que podemos escrever e particionar a matriz L+(H0(a)) da seguinte forma
L+(H0(a)) =

a+ 2 1 1 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
1 a+ 2 1 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0
1 1 a+ 2 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1
1 0 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















1 0 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















0 1 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
















0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1

.
Essa e´ uma partic¸a˜o equilibrada donde, pela Proposic¸a˜o 2.13, o espectro
de L+(H0(a)) conte´m o espectro da seguinte matriz
B(H0(a)) =

a+ 2 1 1 a 0 0
1 a+ 2 1 0 a 0
1 1 a+ 2 0 0 a
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

.
O polinoˆmio caracter´ıstico de B(H0(a)) pode ser facilmente calculado
e e´ dado por
g0(x) =
(
x2 − (a+ 2)x+ 1)2 (x2 − (a+ 5)x+ 4) .
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Note que 1 na˜o e´ raiz deste polinoˆmio, donde g0(x) determina exa-
tamente os seis autovalores de L+(H0(a)) distintos de 1. Portanto o polinoˆmio
caracter´ıstico de L+(H0(a)) e´ dado por
h0(x) = (x− 1)n−6
(
x2 − (a+ 2)x+ 1)2 (x2 − (a+ 5)x+ 4) ,
ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de H0(a) e´ dado por{
1(3a−3), a1 =





















a2 + 4 a
2
)(2) .
E´ fa´cil ver que a1, b1 < 2 e a2, b2 ≥ 2. Enta˜o, pela Proposic¸a˜o 2.22 e
lembrando que a = n−3
3
obtemos
LE+(H0(a)) = 2 · (a2 + 2b2)− 2 · 3 · 2
= a+ 5 +
√
a2 + 10 a+ 9 + 2a+ 4 + 2
√
a2 + 4 a− 12
= n− 6 + 1
3
[√
n2 + 24n+ 2
√
n2 + 6n− 27
]
.
Para o caso da energia laplaciana, pelo fato das contas serem muito
parecidas, faremos algo um pouco mais direto. Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1
e´ um autovalor laplaciano de H0(a) com multiplicidade 3a − 3 = n − 6. Agora,
note que o que diferencia a matriz L(H0(a)) da matriz L
+(H0(a)) e´ que, fora da
diagonal, onde t´ınhamos 1, agora teremos −1. Podemos ainda utilizar a Proposic¸a˜o
2.13, obtendo, neste caso, uma matriz reduzida na seguinte forma.
BL(H0(a)) =

a+ 2 −1 −1 −a 0 0
−1 a+ 2 −1 0 −a 0
−1 −1 a+ 2 0 0 −a
−1 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 1

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O polinoˆmio caracter´ıstico de BL(H0(a)) e´ dado por
g0,L(x) = x(x− a− 1)
(
x2 − (a+ 4)x+ 3)2 .
Note que 1 na˜o e´ raiz deste polinoˆmio, donde g0,L(x) determina exata-
mente os seis autovalores de L(H0(a)) distintos de 1. Portanto o polinoˆmio carac-
ter´ıstico de L(H0(a)) e´ dado por
h0,L(x) = x(x− 1)n−6 (x− a− 1)
(
x2 − (a+ 4)x+ 3)2 ,
ou seja, o espectro laplaciano de H0(a) e´ dado por0, 1(3a−3), a+ 1, a(2)1 =
(









a2 + 8 a+ 4
2
)(2) .
E´ fa´cil ver que a+ 1 ≥ 2, a1 < 2 e a2 ≥ 2. Enta˜o, pela Proposic¸a˜o 2.22
e lembrando que a = n−3
3
obtemos
LE(H0(a)) = 2 · (a+ 1 + 2a2)− 2 · 3 · 2
= 2a+ 2 + 2a+ 8 + 2
√








n2 + 18n− 27.
Nos dois lemas a seguir, vamos estimar as energias laplaciana e lapla-
ciana sem sinal dos grafos H1(a) e H2(a).
Lema 3.8. Seja n ≥ 13 um inteiro tal que n ≡ 1(mod3), ou seja, existe um inteiro
a ≥ 3 tal que n = 3a + 4. Enta˜o, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do













n2 + 16n− 44− 18
n− 4 +
90








n2 + 4n− 32− 30
n− 4 +
126
(n− 4)2 . (3.8)
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Demonstrac¸a˜o. Vamos estimar primeiramente a energia laplaciana sem sinal de
H1(a), calculando os autovalores laplacianos sem sinal de H1(a) de modo ana´logo
ao que foi feito no Lema 3.7. Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1 e´ um autovalor
laplaciano sem sinal de H1(a) com multiplicidade 3a− 2 = n− 6. Agora, note que
podemos escrever e particionar a matriz L+(H1(a)) da seguinte forma
L+(H1(a)) =

a+ 3 1 1 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
1 a+ 2 1 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0
1 1 a+ 2 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1
1 0 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















1 0 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
















0 1 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
















0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1

.
Essa e´ uma partic¸a˜o equilibrada donde, pela Proposic¸a˜o 2.13, o espectro
de L+(H1(a)) conte´m o espectro da seguinte matriz
B(H1(a)) =

a+ 3 1 1 a+ 1 0 0
1 a+ 2 1 0 a 0
1 1 a+ 2 0 0 a
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0




O polinoˆmio caracter´ıstico de B(H1(a)) pode ser facilmente calculado
e e´ dado por
g1(x) =
(
x2 − (a+ 2)x+ 1) · f1(x),
onde f1(x) = x
4 − (2a+ 8)x3 + (a2 + 8a+ 19)x2 − (5a+ 16)x+ 4.
Note que 1 na˜o e´ raiz deste polinoˆmio, donde g1(x) determina exa-
tamente os seis autovalores de L+(H1(a)) distintos de 1. Portanto o polinoˆmio
caracter´ıstico de L+(H1(a)) e´ dado por
h1(x) = (x− 1)n−6
(
x2 − (a+ 2)x+ 1) · f1(x),
ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de H1(a) e´ dado por{
1(3a−2), c1 =







, x1, x2, x3, x4
}
,
onde x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ x4 sa˜o as ra´ızes de f1(x).
Vamos agora obter cotas para os autovalores x1, x2, x3 e x4 a fim de
aproximar melhor o valor para a energia laplaciana sem sinal de H1(a). Se a ≥ 3,
temos que


















43 a7 − 111 a6 − 512 a5 + 2699 a4 − 5810 a3 + 7448 a2 − 5488 a+ 2401
a8
> 0.
































, x4, x3 e
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, o que contradiz a propriedade da soma
























Vejamos agora quais sa˜o as condic¸o˜es sobre x1 e x2. Se a ≥ 3, temos
que
f1(a) = 14 a
2 − 16 a+ 4 > 0,
f1(3a) = 36 a
4 − 144 a3 + 156 a2 − 48 a+ 4 > 0,
donde, conclu´ımos que: ou na˜o existe nenhuma raiz de f1(x) no intervalo (a, 3a) ou
existem duas ra´ızes de f1(x) no intervalo (a, 3a).
Afirmac¸a˜o: Existem duas ra´ızes, x1 e x2, de f1(x) no intervalo (a, 3a). De fato,
suponha por absurdo que na˜o existe nenhuma raiz de f1(x) entre a e 3a, donde,
ou x1, x2 ≤ a ou x1, x2 ≥ 3a. Mas em qualquer um desses casos chegamos a` uma
contradic¸a˜o com a propriedade da soma das ra´ızes de f1(x).
Agora, utilizando as cotas obtidas no passo anterior e lembrando que
2a+ 8 = x1 + x2 + x3 + x4, obtemos






Note que c1 =
a+2−√a2+4a
2





≥ 2, e pelas cotas
obtidas anteriormente temos que x1, x2 > 2 e x3, x4 < 2. Logo, a energia laplaciana
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= (n− 6) · |1− 2|+ 2− c1 + c2 − 2 + x1 − 2 + x2 − 2 + 2− x3 + 2− x4
= n− 6 + c2 − c1 + x1 + x2 − x3 − x4
> n− 6 +
√
















O processo para o ca´lculo da energia laplaciana e´ basicamente o mesmo,
por isso o faremos de modo mais resumido. Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1 e´
um autovalor laplaciano de H1(a) com multiplicidade 3a − 2 = n − 6. Agora, o
que diferencia a matriz L(H1(a)) da matriz L
+(H1(a)) e´ que, fora da diagonal, onde
t´ınhamos o valor 1, agora teremos −1. Podemos ainda utilizar a Proposic¸a˜o 2.13,
obtendo, neste caso, uma matriz reduzida da seguinte forma
BL(H1(a)) =

a+ 3 −1 −1 −a− 1 0 0
−1 a+ 2 −1 0 −a 0
−1 −1 a+ 2 0 0 −a
−1 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 1 0
0 0 −1 0 0 1

.
O polinoˆmio caracter´ıstico de BL(H1(a)) pode ser facilmente calculado
e e´ dado por
g1,L(x) = x(x
2 − (a+ 4)x+ 3) · f1,L(x),
onde f1,L(x) = x
3 − (2a+ 6)x2 + (a2 + 6a+ 9)x− 3a− 4.
Note que 1 na˜o e´ raiz deste polinoˆmio, donde g1,L(x) determina exata-
mente os seis autovalores de L(H1(a)) distintos de 1. Portanto o polinoˆmio carac-
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ter´ıstico de L(H1(a)) e´ dado por
h1,L(x) = x · (x− 1)n−6 · (x2 − (a+ 4)x+ 3) · f1,L(x),
ou seja, o espectro laplaciano de H1(a) e´ dado por{
0, 1(3a−2), c1 =





a2 + 8 a+ 4
2
, x1, x2, x3
}
,
onde x1 ≥ x2 ≥ x3 sa˜o as ra´ızes de f1,L(x).
Analogamente aos ca´lculos realizados para o caso da laplaciana sem
sinal, temos que, se a ≥ 3, enta˜o





e x1 ≥ x2 ≥ a .
Agora, utilizando essas cotas e lembrando que 2a + 6 = x1 + x2 + x3,
obtemos






Note que c1 =
a+4−√a2+8 a+4
2





≥ 2, e pelas cotas






= (n− 6) · |1− 2|+ 2 + 2− c1 + c2 − 2 + x1 − 2 + x2 − 2 + 2− x3
= n− 6 + c2 − c1 + x1 + x2 − x3
> n− 6 +
√

















Vale destacar aqui que o resultado na˜o e´ va´lido para n = 10 no caso da
energia laplaciana sem sinal, uma vez que a energia laplaciana sem sinal do grafo
H1(2) e´ igual a 17, 81 e a cota a` direta em (3.8) e´ igual a 17, 96.
Lema 3.9. Seja n ≥ 14 um inteiro tal que n ≡ 2(mod3), ou seja, existe um inteiro
a ≥ 3 tal que n = 3a + 5. Enta˜o, as energias laplaciana e laplaciana sem sinal do













n2 + 20n− 8− 18
n− 5 +
90








n2 + 8n− 20− 30
n− 5 +
126
(n− 5)2 . (3.10)
Demonstrac¸a˜o. A demonstrac¸a˜o deste lema e´ ana´loga a do lema anterior. Para
estimar a energia laplaciana sem sinal de H2(a), vamos calcular os autovalores da
matriz laplaciana sem sinal de H2(a), L
+(H2(a)). Neste caso, a matriz L
+(H2(a)),
pela Proposic¸a˜o 2.13, conte´m o espectro da seguinte matriz
B(H2(a)) =

a+ 3 1 1 a+ 1 0 0
1 a+ 3 1 0 a+ 1 0
1 1 a+ 2 0 0 a
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

.
O polinoˆmio caracter´ıstico de B(H2(a)) pode ser facilmente calculado
e e´ dado por
g2(x) =
(
x2 − (a+ 3)x+ 1) · f2(x),
onde f2(x) = x
4 − (2a+ 8)x3 + (a2 + 8a+ 18)x2 − (5a+ 15)x+ 4.
Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1 e´ um autovalor laplaciano sem sinal
de H2(a) com multiplicidade 3a−1 = n−6. Ale´m disso, 1 na˜o e´ raiz de g2(x), donde
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este polinoˆmio determina exatamente os seis autovalores de L+(H2(a)) distintos de
1. Portanto o polinoˆmio caracter´ıstico de L+(H2(a)) e´ dado por
h2(x) = (x− 1)n−6
(
x2 − (a+ 3)x+ 1) · f2(x),
ou seja, o espectro laplaciano sem sinal de H2(a) e´ dado por{
1(3a−1), d1 =





a2 + 6a+ 5
2
, y1, y2, y3, y4
}
,
onde y1 ≥ y2 ≥ y3 ≥ y4 sa˜o as ra´ızes de f2(x).
Vamos agora obter cotas para os autovalores y1, y2, y3 e y4 a fim de
aproximar melhor o valor para a energia laplaciana sem sinal de H2(a). Se a ≥ 3,
temos que


















47 a7 − 134 a6 − 456 a5 + 2650 a4 − 5810 a3 + 7448 a2 − 5488 a+ 2401
a8
> 0.
Analogamente ao argumentado no lema anterior, temos que












Se a ≥ 3, temos que
f2(a) = 13 a
2 − 15 a+ 4 > 0,
f2(3a) = 36 a
4 − 144 a3 + 147 a2 − 45 a+ 4 > 0,
e utilizando o mesmo argumento do lema anterior, obtemos que
y1, y2 ∈ (a, 3a).
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Agora, utilizando as cotas obtidas no passo anterior e lembrando que
2a+ 8 = y1 + y2 + y3 + y4, obtemos






Note que d1 =
a+3−√a2+6a+5
2





≥ 2, e pelas cotas
obtidas anteriormente temos que y1, y2 > 2 e y3, y4 < 2. Logo, a energia laplaciana





= (n− 6) · |1− 2|+ 2− d1 + d2 − 2 + y1 − 2 + y2 − 2 + 2− y3 + 2− y4
= n− 6 + d2 − d1 + y1 + y2 − y3 − y4
> n− 6 +
√
















O processo para o ca´lculo da energia laplaciana e´ basicamente o mesmo,
por isso o faremos de modo mais resumido. Pela Proposic¸a˜o 2.14, temos que 1 e´
um autovalor laplaciano de H2(a) com multiplicidade 3a − 1 = n − 6. Agora, o
que diferencia a matriz L(H2(a)) da matriz L
+(H2(a)) e´ que, fora da diagonal, onde
t´ınhamos o valor 1, agora teremos −1. Podemos ainda utilizar a Proposic¸a˜o 2.13,
obtendo, neste caso, uma matriz reduzida na seguinte forma.
BL(H2(a)) =

a+ 3 −1 −1 −a− 1 0 0
−1 a+ 3 −1 0 −a− 1 0
−1 −1 a+ 2 0 0 −a
−1 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 1 0




O polinoˆmio caracter´ıstico de BL(H2(a)) pode ser facilmente calculado
e e´ dado por
g2,L(x) = x(x
2 − (a+ 5)x+ 3) · f2,L(x),
onde f2,L(x) = x
3 − (2a+ 6)x2 + (a2 + 6a+ 10)x− 3a− 5.
Note que 1 na˜o e´ raiz deste polinoˆmio, donde g2,L(x) determina exata-
mente os seis autovalores de L(H2(a)) distintos de 1. Portanto o polinoˆmio carac-
ter´ıstico de L(H2(a)) e´ dado por
h2,L(x) = x · (x− 1)n−6 · (x2 − (a+ 5)x+ 3) · f2,L(x),
ou seja, o espectro laplaciano de H2(a) e´ dado por{
0, 1(3a−1), d1 =





a2 + 10 a+ 13
2
, y1, y2, y3
}
,
onde y1 ≥ y2 ≥ y3 sa˜o as ra´ızes de f2,L(x).
Analogamente aos ca´lculos realizados para o caso da laplaciana sem
sinal, temos que, se a ≥ 3, enta˜o





e y1 ≥ y2 ≥ a .
Agora, utilizando essas cotas e lembrando que 2a + 6 = y1 + y2 + y3,
obtemos






Note que d1 =
a+5−√a2+10 a+13
2





≥ 2, e pelas
cotas obtidas anteriormente temos que y1, y2 ≥ 2 e y3 < 2. Logo, a energia laplaciana
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= 2 + (n− 6) · |1− 2|+ 2− d1 + d2 − 2 + y1 − 2 + y2 − 2 + 2− y3
= n− 6 + d2 − d1 + y1 + y2 − y3
> n− 6 +
√
















Vale destacar aqui que o resultado na˜o e´ va´lido para n = 11, uma vez
que a energia laplaciana do grafo H2(2) e´ igual a 20, 03 e a cota a` direita em (3.9)
e´ igual a 20, 58 e a energia laplaciana sem sinal de H2(2) e´ igual a 19, 95 e a cota a`
direita em (3.10) e´ igual a 20, 08.
Vamos agora demonstrar o Teorema 3.5, o qual relembramos abaixo.
Teorema 3.5. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ+ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.
Demonstrac¸a˜o. A demonstrac¸a˜o sera´ dividida em treˆs casos, dependendo do resto
da divisa˜o de n por 3. Nos treˆs casos iremos utilizar a seguinte consequeˆncia da
Se´rie Binomial: se x > 0, enta˜o
√






































, pois n ≥ 12.
Podemos assim estimar as ra´ızes quadradas da expressa˜o (3.6)




























Assim, pelo Teorema 3.1, se G e´ um grafo com n = 3a + 3 ≥ 12 ve´rtices e com





tem energia laplaciana sem sinal maior do que G.
(ii) Se n = 3a + 4, com a ≥ 3, vamos usar a relac¸a˜o (3.11) para estimar a raiz




































, pois n ≥ 13.



































A inequac¸a˜o acima e´ equivalente a` seguinte relac¸a˜o
(2σ+ − 18)n2 − (16σ+ − 147)n+ 32σ+ − 48 ≥ 0, (3.14)
que e´ uma inequac¸a˜o do segundo grau em n. Temos alguns casos para analisar,
dependendo do valor de 2σ+ − 18 e de ∆ = 18153− 2016σ+.
Primeiramente, ∆ ≤ 0 se, e somente se, σ+ ≥ 10 e no caso de σ+ ≥ 10,
teremos 2σ+ − 18 ≥ 0, o que implica que a desigualdade (3.14) e´ va´lida. Agora, se
σ+ = 9, a equac¸a˜o (3.14) se resume a
3n+ 240 ≥ 0,
o que e´ sempre verdade, pois n ≥ 13.
Portanto, se σ+ ≥ 9, a relac¸a˜o (3.13) e´ va´lida, o que significa, usando





tem energia laplaciana sem sinal maior do que
qualquer grafo G com n = 3a+ 4 ≥ 13 ve´rtices e com σ+ ≥ 9.
(iii) Se n = 3a + 5, com a ≥ 3, vamos usar a relac¸a˜o (3.11) para estimar a raiz


































































O procedimento neste caso e´ exatamente o mesmo que no caso (ii).










o que e´ equivalente a` relac¸a˜o
(2σ+ − 18)n2 − (20σ+ − 168)n+ 50σ+ − 75 ≥ 0, (3.15)
que tambe´m e´ uma inequac¸a˜o do segundo grau em n. Analogamente ao realizado
acima, obtemos que se σ+ ≥ 9 a relac¸a˜o (3.15) e´ va´lida, o que significa, usando o





tem energia laplaciana sem sinal maior do que
qualquer grafo G com n = 3a+ 5 ≥ 14 ve´rtices e com σ+ ≥ 9.
Como no resultado anterior estamos considerando n ≥ 12, nas relac¸o˜es
(3.14) e (3.15) na˜o teremos resultados significativos quando considerarmos σ+ ≤ 8.
Esse e´ o motivo pelo qual provamos o resultado somente para os casos em que
σ+ ≥ 9.
A demonstrac¸a˜o do Teorema 3.6 e´ ana´loga a do Teorema 3.5, por isso
a faremos de modo mais direto.
Teorema 3.6. Seja G um grafo conexo unic´ıclico de ordem n ≥ 12. Se σ ≥ 9,
enta˜o H(n) tem energia laplaciana maior do que G.
Demonstrac¸a˜o. Como na demonstrac¸a˜o do Teorema 3.5, aqui tambe´m dividiremos
a prova em treˆs casos, dependendo do resto da divisa˜o de n por 3. Nos treˆs casos
iremos utilizar a mesma consequeˆncia da Se´rie Binomial utilizada anteriormente: a
relac¸a˜o (3.11).
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(i) Se n = 3a + 3, com a ≥ 3, vamos usar a relac¸a˜o (3.11) para estimar a raiz





















, pois n ≥ 12.























Assim, pelo Teorema 3.2, se G e´ um grafo com n = 3a + 3 ≥ 12 ve´rtices e com





tem energia laplaciana maior do que G.
(ii) Se n = 3a + 4, com a ≥ 3, vamos usar a relac¸a˜o (3.11) para estimar a raiz























, pois n ≥ 13.



































A inequac¸a˜o acima e´ equivalente a` seguinte relac¸a˜o
(2σ − 18)n2 − (16σ − 153)n+ 32σ − 144 ≥ 0, (3.18)
que e´ uma inequac¸a˜o do segundo grau em n. Temos alguns casos para analisar,
dependendo do valor de 2σ − 18 e de ∆ = 13041− 1440σ.
Analogamente ao realizado na demonstrac¸a˜o do teorema anterior, va-
mos analisar os poss´ıveis sinais de 2σ−18 e ∆. Primeiramente, ∆ ≤ 0 se, e somente
se, σ ≥ 10 e nesse caso teremos 2σ − 18 ≥ 0, o que implica que a relac¸a˜o (3.18) e´
verdadeira. Agora, se σ = 9, a equac¸a˜o (3.18) se resume a`
9n+ 144 ≥ 0,
o que e´ sempre verdade, pois n ≥ 13.
Portanto, se σ ≥ 9, a relac¸a˜o (3.17) e´ va´lida, o que significa, usando o





tem energia laplaciana maior do que qualquer
grafo G com n = 3a+ 4 ≥ 13 ve´rtices e com σ ≥ 9.
(iii) Se n = 3a + 5, com a ≥ 3, vamos usar a relac¸a˜o (3.11) para estimar a raiz























, pois n ≥ 14.
























O procedimento neste caso e´ exatamente o mesmo que no caso (ii).











o que e´ equivalente a` relac¸a˜o
(2σ − 18)n2 − (20σ − 180)n+ 50σ − 225 ≥ 0, (3.19)
que tambe´m e´ uma inequac¸a˜o do segundo grau em n. Obtemos que, se σ ≥ 9, a





tem energia laplaciana maior do que qualquer grafo G com n = 3a+ 5 ≥ 14 ve´rtices
e com σ ≥ 9.
Da mesma forma que no caso da laplaciana sem sinal, no resultado
anterior na˜o teremos resultados significativos nas relac¸o˜es (3.14) e (3.15) quando
considerarmos σ ≤ 8, uma vez que n ≥ 12. Esse e´ o motivo pelo qual provamos o
resultado somente para os casos em que σ ≥ 9.
Veremos agora algumas condic¸o˜es suficientes para que um grafo unic´ıclico
G satisfac¸a σ+ ≥ 9 e σ ≥ 9. Vejamos primeiramente uma definic¸a˜o que nos sera´
u´til.
Figura 3.3: Grafo com 6 a´rvores pendentes
Se G e´ um grafo unic´ıclico, chamamos de a´rvore pendente uma das
a´rvores da floresta obtida pela remoc¸a˜o de todos os ve´rtices do ciclo de G. O grafo
na Figura 3.3 tem seis a´rvores pendentes: duas delas sa˜o adjacentes ao mesmo
ve´rtice do ciclo, uma com 4 ve´rtices e outra com 5 ve´rtices; dois ve´rtices isolados
que tambe´m eram adjacentes ao mesmo ve´rtice do ciclo; e outras duas restantes,
uma com 4 ve´rtices e outra com 2. Note que as arestas pendentes do ciclo de G sa˜o
a´rvores pendentes formadas por um u´nico ve´rtice.
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O pro´ximo resultado e´ consequeˆncia da Proposic¸a˜o 2.12.
Proposic¸a˜o 3.10. Seja G um grafo unic´ıclico com cintura g e com t a´rvores pen-
dentes. Para i = 1, . . . , t, denote por Ti as a´rvores pendentes e por d(Ti) o diaˆmetro













Demonstrac¸a˜o. Removendo todas as arestas que ligam os ve´rtices do ciclo de G
a`s a´rvores pendentes de G, obtemos um subgrafo formado pela unia˜o disjunta das
a´rvores pendentes Ti e do ciclo de G. Lembrando que o comprimento do maior
caminho contido em uma a´rvore e´ igual ao diaˆmetro da a´rvore acrescido de uma
unidade, podemos aplicar a Proposic¸a˜o 2.12, no caso da laplaciana sem sinal (para
σ+) e no caso da laplaciana (para σ), a cada uma das a´rvores Ti, obtendo dessa







. Podemos obter ainda mais um
caminho contido em G (ale´m dos que ja´ esta˜o contidos em cada uma das a´rvores
Ti), de comprimento igual a` g, pela remoc¸a˜o de uma aresta do ciclo de G (maior
caminho contido no ciclo), concluindo assim o resultado.
Esse resultado nos fornece uma caracterizac¸a˜o bem interessante dos
nu´meros σ+ e σ, uma vez que, quanto maior e´ o diaˆmetro das a´rvores pendentes Ti
ou quanto maior e´ a cintura g, maior sera˜o os nu´meros σ+ e σ. Portanto, para que
tenhamos σ+ ≥ 9 ou σ ≥ 9, e´ suficiente que o grafo G contenha, por exemplo, uma
a´rvore pendente de diaˆmetro maior ou igual a 17 ou contenha um ciclo de cintura
maior ou igual a 18. Note que os ve´rtices pendentes do ciclo de G na˜o contribuem
para aumentar o valor de σ, uma vez que o diaˆmetro d(Ti) dessas a´rvores pendentes
e´ zero.







































onde as parcelas entre pareˆnteses representam o diaˆmetro de cada uma das 6 a´rvores
pendentes do grafo dado.
Esse e´ um exemplo de grafo que possui energia laplaciana (respectiva-
mente, laplaciana sem sinal) menor ou igual a energia laplaciana (respectivamente,
laplaciana sem sinal) do grafo H(24), uma vez que tal grafo se encaixa na hipo´tese
do Teorema 3.6 (respectivamente, Teorema 3.5).
Note que, em alguns casos, essa na˜o e´ a melhor maneira de desconectar o
grafo G se estamos interessados em obter um valor maior de σ (ou σ+). A proposic¸a˜o
anterior separa o grafo unic´ıclico em Ti a´rvores mais o ciclo de G, para enta˜o aplicar
a Proposic¸a˜o 2.12 a cada uma dessas partes. No exemplo a seguir vemos que esta
na˜o e´ a melhor maneira de desconectar o grafo dado, pois existe uma separac¸a˜o que
nos fornece um valor maior para a cota do nu´mero σ (e σ+). De qualquer forma,
a Proposic¸a˜o 3.10 nos fornece uma caracterizac¸a˜o geral, enquanto grafos como o do
exemplo abaixo precisam ser analisados caso a caso.
Exemplo 3.12. Considere o grafo dado pela Figura 3.4. Pela Proposic¸a˜o 3.10



























onde as parcelas entre pareˆnteses representam o diaˆmetro de cada uma das 4 a´rvores
pendentes do grafo dado.
No entanto, se removermos as arestas {v2, v3}, {v4, v5} e {v6, v7}, obte-
mos treˆs componentes de diaˆmetro 7, 5 e 3. Aplicando a Proposic¸a˜o 2.12 a` cada uma
dessas componentes, obtemos σ, σ+ ≥ 9. Enta˜o, utilizando a Proposic¸a˜o 3.10, na˜o
conseguir´ıamos concluir que o grafo dado tem energia laplaciana (respectivamente,
laplaciana sem sinal) menor do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaci-
ana sem sinal) do grafo H(19). Mas utilizando outro artif´ıcio e´ poss´ıvel concluir















Figura 3.4: Grafo G com cintura g = 7 e 4 a´rvores pendentes
do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) de H(19), tudo
isso baseado no Teorema 3.6 (respectivamente, Teorema 3.5).
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4 GRAFOS THRESHOLD
Neste cap´ıtulo, trabalharemos com a classe de grafos threshold. Exis-
tem diversas maneiras equivalentes de se definir um grafo threshold, por isso usare-
mos aqui a mais conveniente para os nossos propo´sitos e faremos algumas observac¸o˜es
em relac¸a˜o a`s outras caracterizac¸o˜es. Posteriormente a`s formalidades iniciais, vere-
mos alguns resultados nos quais trazemos propriedades dos autovalores laplacianos
sem sinal dos grafos threshold. Esses grafos sera˜o utilizados no intuito de provar a
conjectura a seguir, a qual formulamos durante o nosso estudo.
Conjectura 4.1. O grafo de ordem n com maior energia laplaciana sem sinal e´ um












Essa conjectura foi confirmada computacionalmente na classe dos gra-
fos threshold com n ≤ 31 ve´rtices. Na sec¸a˜o 4.2 provaremos que a conjectura e´
verdadeira na classe dos grafos split completos com n ve´rtices.
Posteriormente, na sec¸a˜o 4.3, determinaremos algumas classes de grafos
cuja energia laplaciana sem sinal e´ menor ou igual a energia laplaciana sem sinal do
grafo candidato (grafo split completo citado na Conjectura 4.1). Em particular, pro-
varemos que todas as a´rvores, todos os grafos unic´ıclicos e todos os grafos bic´ıclicos
com n ve´rtices teˆm energia laplaciana sem sinal menor ou igual a` energia laplaciana
sem sinal do grafo candidato. Provaremos tambe´m condic¸o˜es sobre o valor de c para
que o grafo c-c´ıclico com n ve´rtices tenha energia laplaciana sem sinal menor ou
igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Ale´m disso, encontramos
tambe´m algumas condic¸o˜es envolvendo o nu´mero de arestas e o nu´mero de autova-
lores laplacianos sem sinal menores ou iguais ao grau me´dio de modo que o grafo
em questa˜o satisfac¸a a conjectura.
Os resultados deste cap´ıtulo fazem parte de nosso trabalho [45].
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4.1 Definic¸a˜o e propriedades iniciais
Os grafos threshold foram introduzidos em 1977 por Chva´tal e Hae-
mers [8]. Talvez a refereˆncia mais completa sobre os grafos threshold seja o livro de
Mahadev e Peled [41], onde podem ser encontradas as caracterizac¸o˜es apresentadas
aqui, ale´m de outras propriedades dos grafos threshold. Em termos de propriedades
espectrais dos grafos threshold, podemos citar [32, 36, 37, 52]. Uma das caracte-
rizac¸o˜es dos grafos threshold e´ atrave´s de sequeˆncias bina´rias, a qual adotaremos
como definic¸a˜o. Essa caracterizac¸a˜o e´ u´til pois permite definir o grafo threshold
atrave´s de um processo recursivo.
Definic¸a˜o 4.2. Um grafo G com n ve´rtices e´ um grafo threshold se ele pode ser
definido atrave´s de uma sequeˆncia bina´ria da seguinte forma. Dada uma sequeˆncia
(ai) = a1a2 . . . an de 0’s e 1’s, o grafo threshold associado a (ai) e´ um grafo de
n ve´rtices constru´ıdo recursivamente, comec¸ando com um grafo vazio, e para cada
i = 1, . . . , n, uma das seguintes operac¸o˜es e´ realizada
• adic¸a˜o de um ve´rtice isolado, caso ai = 0;
• adic¸a˜o de um ve´rtice adjacente a todos os ve´rtices anteriores (ou seja,
um ve´rtice dominante), caso ai = 1.
E´ importante fazer a seguinte observac¸a˜o: na˜o existe diferenc¸a na cons-
truc¸a˜o do grafo threshold se considerarmos a1 igual a 0 ou 1, mas, para simplificar
a notac¸a˜o futura, consideraremos a1 = a2 (embora a maioria das refereˆncias utilize
a1 = 0). Ale´m disso, note que, se an = 1, o grafo considerado sera´ conexo, e se
an = 0 o grafo sera´ desconexo, A Figura 4.1 representa um grafo threshold cuja
sequeˆncia bina´ria e´ (ai) = 110011.
Outro fato interessante e´ que, com a hipo´tese de que a1 = a2, dois grafos
threshold sa˜o isomorfos se, e somente se, eles sa˜o codificados pela mesma sequeˆncia.
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Figura 4.1: Grafo threshold com sequeˆncia (ai) = 110011
Um grafo threshold pode tambe´m ser representado atrave´s de uma es-
trutura de blocos da seguinte maneira: (bsii ) := b
s1
1 . . . b
sr
r onde cada bk ∈ {0, 1} e
sk ∈ N representa o nu´mero de repetic¸o˜es do d´ıgito bk, para k = 1, . . . , r. Ale´m
disso, a sequeˆncia bk e´ alternante, isto e´, bk + bk+1 = 1, para k = 1, . . . , r − 1, e
todos os ve´rtices constru´ıdos pelo d´ıgito do bloco k possuem o mesmo grau, que
denotaremos por pk. Por exemplo, a sequeˆncia bina´ria 00111011 pode ser escrita
como 02130112 com grau dos blocos p1 = 5, p2 = 6, p3 = 2 e p4 = 7.
Veremos a seguir um resultado que nos permite determinar diretamente
uma grande quantidade de autovalores laplacianos sem sinal de um grafo threshold
atrave´s das repetic¸o˜es dos dig´ıtos 0 ou 1 na sequeˆncia bina´ria. E´ poss´ıvel determinar
n− r autovalores laplacianos sem sinal de um grafo threshold cuja sequeˆncia bina´ria
e´ dada no modo bs11 . . . b
sr
r .
Teorema 4.3. [24] Seja G um grafo threshold com n ve´rtices, com sequeˆncia bina´ria
em blocos dada por bs11 . . . b
sr
r e com graus dos blocos iguais a pk, com k = 1, . . . , r.
Para k ∈ {1, . . . , r}, pk−bk e´ autovalor laplaciano sem sinal de G com multiplicidade
pelo menos sk − 1.
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Ale´m disso, ainda conforme Fritscher e Trevisan [24], os outros r auto-
valores laplacianos sem sinal de G sa˜o os autovalores da matriz
p1 + b1(s1 − 1) b2√s1s2 b3√s1s3 . . . br√s1sr
b2
√

















s3sr . . . pr + br(sr − 1)

. (4.1)
Esses resultados so´ fazem sentido no caso em que pelo menos um dos
blocos da sequeˆncia bina´ria de G tem tamanho maior ou igual a 2, ou seja, si ≥ 2,
para algum i ∈ {1, 2, . . . , r}. De fato, se s1 = s2 = · · · = sr = 1, enta˜o r = n e
o Teorema 4.3 na˜o determina nenhum autovalor laplaciano sem sinal de G. Ale´m
disso, neste caso a matriz em (4.1) e´ L+(G).
Exemplo 4.4. Considere o grafo threshold G dado pela sequeˆncia bina´ria 021301.
Vamos identificar os elementos necessa´rios para determinar os autovalores laplaci-
anos sem sinal que sa˜o dados pelo Teorema 4.3 e construir a matriz (4.1). Temos
que r = 4 e
b1 = 0, b2 = 1, b3 = 0 e b4 = 1,
s1 = 2, s2 = 3, s3 = 1 e s4 = 1,
p1 = 4, p2 = 5, p3 = 1 e p4 = 6.
Pelo Teorema 4.3, p1 − b1 = 4 e´ autovalor laplaciano sem sinal de G
com multiplicidade pelo menos s1 − 1 = 1 e p2 − b2 = 4 e´ autovalor laplaciano sem
sinal de G com multiplicidade pelo menos s2 − 1 = 2. Para os outros dois blocos,
na˜o temos autovalores determinados pelo Teorema 4.3, pois s3 = s4 = 1. Portanto,
4 e´ autovalor laplaciano sem sinal de G com multiplicidade 3 e os outros autovalores
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laplacianos sem sinal de G sa˜o os autovalores da matriz
4 + 0(2− 1) 1√2 · 3 0√2 · 1 1√2 · 1
1
√
2 · 3 5 + 1(3− 1) 0√3 · 1 1√3 · 1
0
√
2 · 1 0√3 · 1 1 + 0(1− 1) 1√1 · 1
1
√


















4.2 A energia laplaciana sem sinal do grafo split completo
Nesta sec¸a˜o, iremos calcular a energia laplaciana sem sinal dos grafos
split completos e provaremos qual e´ o grafo split completo com a maior energia
laplaciana sem sinal. A principal raza˜o para estarmos estudando tal classe de grafos
e´ que conjecturamos que o grafo candidato a ter maior energia laplaciana sem sinal
dentre todos os grafos com n ve´rtices pertence a essa classe.
Conforme experimentos computacionais realizados com a ajuda do Pro-
fessor Joa˜o Batista Carvalho, foi constatado que, na classe dos grafos threshold, e´
um grafo split completo que possui a maior energia laplaciana sem sinal para to-
dos os valores de n ≤ 31. Os experimentos envolveram o ca´lculo do espectro dos
grafos threshold, conseguindo dessa forma calcular as energias laplaciana sem sinal
dos grafos com determinado nu´mero de ve´rtices. Posteriormente, realizou-se a com-
parac¸a˜o entre todos esses valores para encontrar qual era o grafo threshold com a
maior energia laplaciana sem sinal. Como o processo se torna extenuante conforme
o nu´mero de ve´rtices aumenta, tais experimentos na˜o puderam ser estendidos para
valores maiores de n.
Conforme definimos no Cap´ıtulo 2, um grafo G com n ≥ 2 ve´rtices e´
split completo se G e´ formado por um conjunto independente de k ve´rtices e uma
clique com n− k ve´rtices, com k ∈ {1, . . . , n}, onde todos os k ve´rtices do conjunto
independente sa˜o adjacentes aos n − k ve´rtices da clique. Ale´m disso, o grafo split
completo com n ≥ 2 ve´rtices e´ um grafo threshold com sequeˆncia bina´ria dada por
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0k1n−k. Denotaremos tais grafos por G(k), k ∈ {1, . . . , n}. A Figura 4.2 representa
um grafo G(k).
Figura 4.2: Grafo G(4)
Iremos inicialmente calcular a energia laplaciana sem sinal dos grafos
split completos.
Teorema 4.5. A energia laplaciana sem sinal do grafo split completo G(k) de ordem




(n− 2)2 + 4k(n− k) + 2k2−2kn−2k+n2
n





(n− 2)2 + 4k(n− k) + 2nk2−2kn−2k3+2k2+2n−n2
n





Demonstrac¸a˜o. Vamos primeiramente calcular os autovalores laplacianos sem sinal
de G(k). Os ve´rtices correspondentes ao bloco 0k teˆm todos o mesmo grau n−k e os
ve´rtices correspondentes ao bloco 1n−k teˆm todos o mesmo grau n−1. Pelo Teorema
4.3, n− k e n− 2 sa˜o autovalores laplacianos sem sinal de G(k) com multiplicidades
k − 1 e n− k − 1, respectivamente.
Os outros dois autovalores laplacianos sem sinal sa˜o os autovalores da
matriz (4.1) que, neste caso, e´ dada por n− k √k(n− k)√
k(n− k) 2n− k − 2
 , (4.2)
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os quais podem ser facilmente calculados e sa˜o iguais a
l1 = l1(k) :=
3n− 2k − 2−√(n− 2)2 + 4k(n− k)
2
e
l2 = l2(k) :=
3n− 2k − 2 +√(n− 2)2 + 4k(n− k)
2
.
(Usaremos a notac¸a˜o l1(k) ou l2(k) quando for necessa´ria a menc¸a˜o de que os auto-
valores l1 e l2 sa˜o func¸o˜es de k.)
Vamos agora calcular o grau me´dio do grafo G(k) e, logo apo´s, localizar










· (k(n− k) + (n− k)(n− 1))
=
n2 − n− k2 + k
n
. (4.3)
Se k = 1, enta˜o o grafo e´ G(1) = Kn, cujo espectro laplaciano sem sinal
e´ {(n − 2)(n−1), (2n − 2)(1)}. Neste caso, d = n − 1 e, utilizando a Proposic¸a˜o 2.22
temos que
LE+(G(1)) = 2 · (2n− 2)− 2 · (n− 1) · 1
= 2n− 2.
Consideremos agora o caso em que k ≥ 2. E´ poss´ıvel verificar que
l1 < n− k ≤ d e d ≤ l2. Ja´ para o autovalor n− 2, temos duas possibilidades:
(i) Se k2 < n+ k, temos que d > n− 2;
(ii) Se k2 ≥ n+ k, temos que d ≤ n− 2.
Ou seja, precisamos separar o ca´lculo da energia laplaciana sem sinal
de G(k) em dois casos: (i) n− 2 < d e (ii) n− 2 ≥ d.
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LE+(G(k)) = 2l2 − 2d
= 3n− 2k − 2 +
√
(n− 2)2 + 4k(n− k)− 2n




(n− 2)2 + 4k(n− k) + n
2 + 2k2 − 2nk − 2k
n
.
Esta´ provado dessa forma o caso (i). O caso (ii) e´ provado de modo
ana´logo, por isso o faremos aqui de modo mais reduzido. Se n − 2 ≥ d, utilizando
agora a Proposic¸a˜o 2.23, temos
LE+(G(k)) = 2kd− 2(l1 + (k − 1) · (n− k))
= 2k
n2 − n− k2 + k
n
− 3n+ 2k + 2 +
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) +
−2nk + 2k2 + 2n− 2k
=
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) + 2nk
2 − 2kn− 2k3 + 2k2 + 2n− n2
n
.
Note que, em ambos os casos acima poder´ıamos ter utilizado tanto a
Proposic¸a˜o 2.22, quanto a Proposic¸a˜o 2.23. O resultado obtido seria exatamente o
mesmo.
Agora que ja´ sabemos qual e´ a energia laplaciana sem sinal de um grafo
G(k), vamos provar o seguinte resultado.
Teorema 4.6. Se n < 6, o grafo split completo com n ve´rtices que tem a maior
energia laplaciana sem sinal e´ o grafo completo Kn = G(1). Se n ≥ 6, o grafo split






Vamos inicialmente provar alguns lemas auxiliares a fim de facilitar a
demonstrac¸a˜o do teorema. Como a energia laplaciana sem sinal do grafo G(k) possui
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dois poss´ıveis valores conforme o valor de k, utilizaremos a seguinte notac¸a˜o
LE+1 (k) :=
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) + n





(n− 2)2 + 4k(n− k) + 2nk
2 − 2kn− 2k3 + 2k2 + 2n− n2
n
.
Lembrando que, nos resultados a seguir, vamos considerar LE+1 (k) e
LE+2 (k) como func¸o˜es que assumem valores em todos os nu´meros reais maiores ou
iguais a zero, mas na verdade estamos somente interessados nos casos em que k e´
um nu´mero natural.






G(k) e´ na˜o-crescente como func¸a˜o de k (com 1 ≤ k ≤ n).
Demonstrac¸a˜o. Precisamos ver sob que condic¸o˜es teremos l1(k−1)−l1(k) ≥ 0. Para
que isso ocorra, devemos ter
2 +
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) ≥
√
(n− 2)2 + 4(k − 1)(n− k + 1)
o que e´ equivalente a√
(n− 2)2 + 4k(n− k) + n− 2k + 2 ≥ 0.
Se k = n, temos que a desigualdade acima e´ va´lida. Consideremos,
portanto, k ≤ n− 1. Neste caso, n− k + 2 ≥ 0 e basta provarmos que√
(n− 2)2 + 4k(n− k)− k ≥ 0,
mas essa desigualdade e´ equivalente a
n2 − 4n+ 4nk − 5k2 + 4 ≥ 0
que pode ser escrita como
(n− k)(n− k − 4) + 4 + 2k(3n− 3k − 2) ≥ 0.
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Agora, note que (n−k)(n−k−4)+4 ≥ 0 e 2k(3n−3k−2) ≥ 0, donde
a desigualdade acima e´ verdadeira para qualquer valor de k ≤ n− 1, provando que
l1(k) e´ na˜o-crescente em k.
Lema 4.8. Se n ≥ 6, a func¸a˜o LE+1 (k) atinge seu ma´ximo em k = 1.
Demonstrac¸a˜o. Primeiramente, plotamos o gra´fico de LE+1 (k) para alguns valores
de n e obtemos o comportamento apresentado no gra´fico da Figura 4.3. Note que,
o valor ma´ximo da func¸a˜o LE+1 (k) realmente parece ocorrer em k = 1. A seguir
confirmaremos tal fato.
Figura 4.3: Gra´fico da func¸a˜o LE+1 (k) com n = 100
Para k = 1, o grafo G(1) e´ o grafo completo Kn com n ve´rtices, o qual
sabemos que satisfaz LE+1 (Kn) = 2n− 2. Agora, se k ≥ 2, precisamos ver sob que
condic¸o˜es teremos
LE+1 (k) ≤ 2n− 2,
ou seja,
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) + n




Fazendo as simplificac¸o˜es necessa´rias, chegamos que a desigualdade
acima e´ equivalente a` desigualdade
4k(k − 1) (−k2 + (2n+ 1)k − n2 − 2n) ≤ 0.
Como k ≥ 2, a desigualdade acima e´ va´lida se, e somente se,
k2 − (2n+ 1)k + n2 + 2n ≥ 0.
A equac¸a˜o do segundo grau em k a` esquerda na˜o possui ra´ızes reais, donde a desi-
gualdade desejada e´ sempre verdadeira, para qualquer 2 ≤ k ≤ n.
Para a func¸a˜o LE+2 (k), inicialmente plotamos o seu gra´fico para alguns
valores de n e obtemos o comportamento apresentado no gra´fico da Figura 4.4, o
qual plotamos com n = 100. Note que, o valor ma´ximo da func¸a˜o LE+2 (k) parece






Nos lemas a seguir confirmaremos tal fato.
Figura 4.4: Gra´fico da func¸a˜o LE+2 (k) com n = 100








Demonstrac¸a˜o. Vamos reescrever a fo´rmula para LE+2 (k) de modo a facilitar as
contas. Olhando para a demonstrac¸a˜o do Teorema 4.5, usaremos uma fo´rmula para
LE+2 (k) na qual na˜o substitu´ımos o valor de l1(= l1(k)), a qual e´ a seguinte
LE+2 (k) = 2k ·
n2 − n− k2 + k
n
− 2l1(k)− 2nk + 2k2 + 2n− 2k
=
−2nl1(k)− 2k3 − 4nk + 2k2 + 2nk2 + 2n2
n
.
Agora, substituindo k por k − 1 na fo´rmula acima obtemos
LE+2 (k − 1) =
−2nl1(k − 1)− 2k3 + 8k2 − 10k − 8nk + 6n+ 2nk2 + 2n2 + 4
n
.
Para verificar sob que condic¸o˜es teremos LE+2 (k) na˜o-decrescente, de-
vemos encontrar os valores de k para os quais LE+2 (k) − LE+2 (k − 1) ≥ 0, ou seja,
devemos encontrar os valores de k para os quais
2n(l1(k − 1)− l1(k))− 6k2 + 10k + 4nk − 6n− 4
n
≥ 0.
A desigualdade acima e´ equivalente a
2n(l1(k − 1)− l1(k))− 6k2 + (4n+ 10)k − 6n− 4 ≥ 0.
Pelo Lema 4.7 temos que l1(k − 1)− l1(k) ≥ 0, portanto para verificar
quando a desigualdade acima e´ verdadeira, precisamos verificar quando teremos
−6k2 + (4n+ 10)k − 6n− 4 ≥ 0. (4.4)
As ra´ızes da equac¸a˜o do segundo grau em k,
−6k2 + (4n+ 10)k − 6n− 4 = 0, sa˜o dadas por
k1,2 =
2n+ 5±√4n2 − 16n+ 1
6
, (k1 < k2).
Fazendo a ana´lise de sinais, temos que a inequac¸a˜o (4.4) e´ verdadeira
se, e somente se
k1 ≤ k ≤ k2.
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E´ poss´ıvel provar que, se n ≥ 5, enta˜o k1 < 2 e k2 > 2n−13 , provando
assim, que se k esta´ entre 2 e 2n−1
3
, LE+2 (k) e´ na˜o-decrescente em k.








Demonstrac¸a˜o. Vamos utilizar as mesmas relac¸o˜es obtidas no lema anterior e para
verificar sob que condic¸o˜es teremos LE+2 (k) na˜o-crescente, devemos encontrar os
valores de k para os quais LE+2 (k) − LE+2 (k − 1) ≤ 0, ou seja, devemos encontrar
os valores de k para os quais
2n(l1(k − 1)− l1(k))− 6k2 + 10k + 4nk − 6n− 4
n
≤ 0.
A desigualdade acima e´ equivalente a
2n(l1(k − 1)− l1(k)− 3)− 6k2 + (4n+ 10)k − 4 ≤ 0. (4.5)
Vamos provar inicialmente que l1(k − 1)− l1(k)− 3 < 0, o que e´ equi-
valente a`
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) < 4 +
√
(n− 2)2 + 4(k − 1)(n− k + 1).
Elevando ambos os lados ao quadrado e fazendo as devidas simpli-
ficac¸o˜es, a desigualdade acima se torna
20k2 − (20n+ 20)k − 3n2 + 26n+ 9 < 0,
que e´ uma inequac¸a˜o do segundo grau em k, a qual e´ satisfeita se, e somente se,
k1 :=
5n+ 5− 2√10n2 − 20n− 5
10
< k <
5n+ 5 + 2
√
10n2 − 20n− 5
10
:= k2.
Agora, se n ≥ 4 e´ poss´ıvel provar que k1 < 1 e k2 > n, ou seja, para
qualquer valor de k entre 1 e n teremos l1(k − 1)− l1(k)− 3 < 0.
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Voltando em (4.5) resta verificar quais sa˜o as condic¸o˜es necessa´rias para
que tenhamos
−6k2 + (4n+ 10)k − 4 ≤ 0. (4.6)
As ra´ızes da equac¸a˜o do segundo grau em k, −6k2 + (4n+ 10)k − 4 = 0, sa˜o
k3,4 :=
2n+ 5±√4n2 + 20n+ 1
6
, (k3 < k4),
ou seja, a inequac¸a˜o (4.6) e´ satisfeita se, e somente se, k ≤ k3 ou k ≥ k4. Mas, e´




se k ≥ 2n−1
3
+2 a desigualdade (4.5) e´ satisfeita, donde LE+2 (k) e´ na˜o-crescente para
esses valores de k.

















Aqui, precisamos levar em conta que k assume somente valores inteiros
(o que na˜o era levado em conta nos lemas anteriores), e por isso, precisamos adicionar
um ponto acima e um abaixo no intervalo I. Agora, para cada um dos poss´ıveis
valores inteiros no intervalo I, dependendo do valor de n, vamos calcular LE+2 (k)
e verificar por comparac¸a˜o qual e´ o valor ma´ximo. Conforme o valor de n uma, e
somente uma, das treˆs seguintes possibilidades e´ satisfeita
(i) 2n−1
3
e´ um nu´mero inteiro;
(ii) 2n
3
e´ um nu´mero inteiro;
(iii) 2n+1
3
e´ um nu´mero inteiro.
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Para cada uma dessas possibilidades precisamos verificar quais sa˜o os
nu´meros inteiros pertencentes ao intervalo I e, para cada um desses nu´meros, cal-
cular o valor de LE+2 (k). Por fim, resta comparar esses valores e verificar qual e´ o



























8n2 − 39n− 66 + 9
√













8n2 − 39n+ 42 + 9
√













8n2 − 39n+ 42 + 9
√













8n2 − 39n− 66 + 9
√













8n2 − 39n− 282 + 9
√





















sa˜o ma´ximos, provando assim que






Agora, combinando os Lemas 4.8 e 4.11 demonstramos facilmente o
Teorema 4.6.
Demonstrac¸a˜o. (Teorema 4.6) Para demonstrar o resultado para n < 6, calculamos
a energia laplaciana sem sinal dos 10 poss´ıveis grafos split completos G(k) com
n < 6 ve´rtices e verificamos que o grafo completo G(1) e´ o grafo com maior energia
laplaciana sem sinal para cada um dos valores de n.
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Para n ≥ 6, como k = d2n−1
3
⌉










e´ maior do que 2n − 2, que e´ o maior valor que LE+1 (k) pode
assumir, o que finaliza a demonstrac¸a˜o do resultado. Mas isso pode ser verificado







4.3 Algumas classes de grafos que satisfazem a conjectura
Nesta sec¸a˜o vamos determinar algumas classes de grafos que teˆm energia







Dado um grafo G com n ve´rtices e m arestas, nosso objetivo e´ de-
terminar sob que condic¸o˜es teremos LE+(G) ≤ LE+ (G (⌈2n−1
3
⌉))
. Para isso, a








e, posteriormente comparar os valores a e b a fim de
verificar quando a ≤ b (veja Figura 4.5).














Pela Proposic¸a˜o 2.23, temos que





Como a matriz L+ e´ positiva semidefinida, temos que qi ≥ 0, para todo i =
1, 2, . . . , n, donde




Obtemos dessa forma a cota a = 2α+d.
Na Sec¸a˜o 4.2 provamos que, se n ≥ 6, a energia laplaciana sem sinal





e, neste caso, esta energia e´
dada por
L(k) := LE+2 (k) =
√
(n− 2)2 + 4k(n− k) + 2nk
2 − 2kn− 2k3 + 2k2 + 2n− n2
n
.
Dado n ≥ 6, note que k = ⌈2n−1
3
⌉






































17n2 − 40n+ 32− 39n2 + 54n+ 4
27n
.































16n2 − 48n+ 36n− 39n2 + 42n+ 8
27n
=
8n3 − 3n2 − 12n+ 8
27n
.
Portanto, da relac¸ao (4.7), temos que














Obtemos dessa forma a cota b = 8n
3−3n2−12n+8
27n
. Portanto, estamos procurando
condic¸o˜es sobre α+, m e n a fim de que tenhamos
2α+d ≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
27n
(veja Figura 4.6).




≤ LE+ (G (⌈2n−1
3
⌉))
Figura 4.6: Condic¸o˜es para verificar se LE+(G) ≤ LE+ (G (⌈2n−1
3
⌉))
Substituindo d por 2m
n
na relac¸a˜o acima e isolando α+ obtemos
α+ ≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
108m
:= f1(n,m). (4.9)
Provamos dessa forma o seguinte resultado.
Teorema 4.12. Seja G um grafo com n ≥ 6 ve´rtices e m arestas, e denote por α+
o nu´mero de autovalores laplacianos sem sinal de G que sa˜o menores ou iguais ao
grau me´dio. Se
α+ ≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
108m
,
enta˜o a energia laplaciana sem sinal de G e´ menor ou igual a` energia laplaciana






Exemplo 4.13. Os grafos com nu´mero de ve´rtices n, nu´mero de arestas m e nu´mero
de autovalores laplacianos sem sinal menores ou iguais ao grau me´dio α+ dados pela
Tabela 4.1 sa˜o exemplos de grafos que teˆm energia laplaciana sem sinal menor ou







Nu´mero de ve´rtices Nu´mero de arestas α+
n = 21 m = 50 α+ ≤ 13
n = 21 m = 80 α+ ≤ 8
n = 40 m = 150 α+ ≤ 31
n = 40 m = 300 α+ ≤ 15
n = 100 m = 1000 α+ ≤ 73
n = 100 m = 1500 α+ ≤ 49
n = 500 m = 20000 α+ ≤ 462
n = 500 m = 30000 α+ ≤ 308
Tabela 4.1: Paraˆmetros n, m e α+ de grafos que teˆm energia laplaciana sem sinal
menor ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
Como α+ ≤ n, se f1(n,m) ≥ n, qualquer grafo com n ve´rtices e m
arestas tera´ energia laplaciana sem sinal menor ou igual a` energia laplaciana sem
sinal do grafo candidato. Mas, por (4.9), f1(n,m) ≥ n se, e somente se,
m ≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
108n
.
Com isso, provamos o seguinte resultado.
Teorema 4.14. Seja G um grafo com n ≥ 6 ve´rtices e m arestas. Se
m ≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
108n
:= f2(n) (4.10)
enta˜o a energia laplaciana sem sinal de G e´ menor ou igual a` energia laplaciana






Note que, para qualquer grafo G, o nu´mero de arestas m e´ no ma´ximo
igual a n(n−1)
2
, e a expressa˜o a direita em (4.10) e´ de ordem 2n
2
27
, donde o Teorema
4.14 implica que uma grande quantidade de grafos tem energia laplaciana sem sinal







Exemplo 4.15. Os grafos com nu´mero de ve´rtices n e nu´mero de arestas m dados
pela Tabela 4.2 sa˜o exemplos de grafos que teˆm energia laplaciana sem sinal menor






Nu´mero de ve´rtices Nu´mero de arestas
n = 20 m ≤ 28
n = 30 m ≤ 65
n = 40 m ≤ 117
n = 70 m ≤ 360
n = 100 m ≤ 737
n = 200 m ≤ 2957
n = 500 m ≤ 18504
n = 1000 m ≤ 74046
Tabela 4.2: Paraˆmetros n e m de grafos que teˆm energia laplaciana sem sinal menor
ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
4.3.1 A´rvores
Pela Proposic¸a˜o 2.6, temos que a energia laplaciana sem sinal de qual-
quer a´rvore e´ igual a energia laplaciana dessa a´rvore, uma vez que as a´rvores sa˜o
grafos bipartidos. Portanto, o resultado a seguir e´ consequeˆncia direta dos resultados
de [22].
Teorema 4.16. Seja G uma a´rvore com n ve´rtices. Enta˜o G tem energia laplaciana






Demonstrac¸a˜o. Fritscher et al. [22] provaram que a estrela Sn com n ve´rtices tem
a maior energia laplaciana (por consequeˆncia, laplaciana sem sinal) dentre todas as
a´rvores com n ve´rtices. Ale´m disso, a energia laplaciana (sem sinal) de Sn e´ dada
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por
LE+(Sn) = LE(Sn) = 2n− 4 + 4
n
.
Comparando esse valor com o lado esquerdo da expressa˜o (4.8), temos
que
2n− 4 + 4
n
≤ 8n
3 − 3n2 − 12n+ 8
27n
se, e somente se, n ≥ 6. Para n < 6, o resultado pode ser obtido por comparac¸a˜o
direta. Isso prova que, dado n, qualquer a´rvore com n ve´rtices tem energia laplaciana







Um grafo c-c´ıclico G com n ve´rtices e´ um grafo que possui exatamente
n+c−1 arestas, c > 0. Vamos ver agora algumas condic¸o˜es sobre c de modo que um
grafo c-c´ıclico tenha energia laplaciana sem sinal menor ou igual a` energia laplaciana
sem sinal do grafo candidato.
Usando o Teorema 4.14, precisamos verificar quando n+ c− 1 ≤ f2(n).
E´ fa´cil obter o seguinte resultado.
Teorema 4.17. Seja G um grafo c-c´ıclico com n ≥ 6 ve´rtices. Se
c ≤ 8n
3 − 111n2 + 96n+ 8
108n
(4.11)







Exemplo 4.18. Os grafos c-c´ıclicos com nu´mero de ve´rtices n e valor de c dados
pela Tabela 4.3 sa˜o exemplos de grafos que teˆm energia laplaciana sem sinal menor







Nu´mero de ve´rtices Valor de c
n = 20 c ≤ 9
n = 30 c ≤ 36
n = 40 c ≤ 78
n = 70 c ≤ 291
n = 100 c ≤ 638
n = 200 c ≤ 2758
n = 500 c ≤ 18005
n = 1000 c ≤ 73047
Tabela 4.3: Paraˆmetros n e c de grafos c-c´ıclicos que teˆm energia laplaciana sem
sinal menor ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
Fixando agora o valor de c e deixando varia´vel o valor de n, obtemos ou-
tros paraˆmetros para que um grafo c-c´ıclico com nu´mero de ve´rtices n tenha energia






Valor de c Nu´mero de ve´rtices
c = 1 n ≥ 14
c = 2 n ≥ 15
c = 3 n ≥ 16
c = 10 n ≥ 20
c = 50 n ≥ 33
c = 100 n ≥ 44
c = 500 n ≥ 90
c = 1000 n ≥ 124
Tabela 4.4: Paraˆmetros c e n de grafos c-c´ıclicos que teˆm energia laplaciana sem
sinal menor ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
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Em particular, para grafos unic´ıclicos e bic´ıclicos temos os seguintes
corola´rios.
Corola´rio 4.19. Se G e´ um grafo unic´ıclico conexo com n ve´rtices, enta˜o G tem







Demonstrac¸a˜o. Usando o Teorema 4.17 com c = 1, obtemos o resultados para n ≥
14. Se n < 14, na Proposic¸a˜o 3.4 encontramos quais sa˜o os grafos unic´ıclicos com a
maior energia laplaciana sem sinal. Por comparac¸a˜o direta entre os valores dessas







, provamos o resultado nesse caso.
Corola´rio 4.20. Se G e´ um grafo bic´ıclico com n ve´rtices, enta˜o G tem energia






Demonstrac¸a˜o. Usando o Teorema 4.17 com c = 2, o resultado segue no caso em
que n ≥ 15. Se n < 15, usando o software SAGE [50], encontramos os grafos com
a maior energia laplaciana sem sinal dentre os grafos bic´ıclicos. A partir disso, por











Os artigos tratando da energia laplaciana sem sinal que ja´ existiam ate´ o
momento em que comec¸amos os estudos referentes a essa tese eram mais ba´sicos, no
sentido de que, ou tratavam principalmente de resultados equivalentes aos existentes
para a energia laplaciana, ou relacionavam algumas propriedades das energias usual,
laplaciana e laplaciana sem sinal de um grafo. Dessa forma, podemos afirmar que
tal tese e´ um dos trabalhos pioneiros com enfoque principal na energia laplaciana
sem sinal.
Neste trabalho estudamos, principalmente, a teoria extremal para o
caso da energia laplaciana sem sinal, teoria essa que ja´ e´ cla´ssica quando se trata
das outras energias associadas a um mesmo grafo.
Para se calcular a energia laplaciana sem sinal de um grafo e´ necessa´rio
calcular o espectro da matriz laplaciana sem sinal desse grafo. No entanto, como
e´ sabido, na˜o e´ nada fa´cil calcular tal espectro, uma vez que para isso e´ preciso
encontrar as ra´ızes de um polinoˆmio de grau n, onde n e´ o nu´mero de ve´rtices do
grafo em questa˜o.
Por essa raza˜o, quando trabalhamos com a energia laplaciana sem si-
nal e´ mais comum e, algumas vezes mais fa´cil, se procurar por cotas inferiores ou
superiores bem como determinar grafos extremais para tal paraˆmetro.
Nesse sentido, trabalhamos em um primeiro momento na classe de gra-
fos unic´ıclicos conexos onde, ale´m de determinarmos uma cota justa para a energia
laplaciana sem sinal, tambe´m formulamos a conjectura de qual o grafo unic´ıclico
conexo que possui a maior energia laplaciana sem sinal. Ale´m disso, reforc¸amos tal
conjectura provando que uma grande quantidade de grafos possui energia laplaciana
sem sinal menor ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato.
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Posteriormente verificamos que, com meras adaptac¸o˜es, os resultados
obtidos para a energia laplaciana sem sinal tambe´m eram va´lidos para a energia
laplaciana. Assim, tambe´m estudamos o problema extremal na classe dos grafos
unic´ıclicos conexos para a energia laplaciana.
De fato, se um grafo G possui pelo menos 12 ve´rtices e pelo menos 9
autovalores laplacianos (respectivamente, laplacianos sem sinal) maiores ou iguais
ao grau me´dio, enta˜o G tem energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem
sinal) menor do que a energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal)
do grafo candidato. Esses resultados acerca dos grafos unic´ıclicos deram origem ao
artigo [13].
Ainda com relac¸a˜o ao problema extremal, estabelecemos a conjectura
de qual e´ o grafo dentre todos os grafos com n ve´rtices que possui a maior energia
laplaciana sem sinal. Ale´m disso, reforc¸amos tal conjectura provando que alguns
grafos com determinada quantidade de ve´rtices, de arestas, de autovalores menores
que o grau me´dio e de ciclos possuem energia laplaciana sem sinal menor ou igual
a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. Em particular, provamos que as
a´rvores, os grafos unic´ıclicos e bic´ıclicos teˆm energia laplaciana sem sinal menor ou
igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato. O artigo [45] reu´ne esses
resultados acerca da teoria extremal para a energia laplaciana sem sinal.
Existe muito trabalho para ser feito ainda, principalmente com relac¸a˜o
ao problema geral. E´ preciso provar que outras classes de grafos possuem energia
laplaciana sem sinal menor ou igual a` energia laplaciana sem sinal do grafo candidato
ou encontrar outras formas de provar que a conjectura e´ verdadeira. Na classe
dos grafos unic´ıclicos, resta provar que os grafos que possuem ate´ 9 autovalores
laplacianos (respectivamente, laplacianos sem sinal) maiores ou iguais ao grau me´dio,
possuem energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) menor ou igual
a` energia laplaciana (respectivamente, laplaciana sem sinal) do grafo candidato.
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Ale´m disso, nesse trabalho destacamos somente o problema extremal
ma´ximo. Com relac¸a˜o ao grafo que possui a menor energia laplaciana sem sinal
dentre todos os grafos com determinado nu´mero de ve´rtices, ou mesmo em classes
mais restritas como, por exemplo, na classe dos grafos unic´ıclicos, nada foi estudado
ate´ o momento.
Como trabalhos futuros pretendemos estudar o problema extremal mı´-
nimo, bem como tentar outras te´cnicas para demostrar os casos restantes no pro-
blema extremal ma´ximo.
Espectro complementar de um grafo
Durante o u´ltimo ano de doutorado, iniciamos o estudo do problema de
autovalor complementar sob o ponto de vista da Teoria Espectral de Grafos. Dada
uma matriz sime´trica A de ordem n, o problema que consiste em encontrar um
nu´mero real λ e um vetor x ∈ Rn − {0} satisfazendo
w = Ax− λx (5.1)
x ≥ 0, w ≥ 0 (5.2)
xTw = 0 (5.3)
com w ∈ Rn, e´ denominado problema de autovalor complementar. Se λ ∈ R e
x ∈ Rn−{0} satisfazem o problema de autovalor complementar (5.1)-(5.3), λ e´ dito
autovalor complementar e x e´ um autovetor complementar associado.
Note que, se w = 0 e na˜o impomos condic¸a˜o sobre o vetor x, enta˜o
o problema de autovalor complementar se reduz ao problema cla´ssico de autovalor
Ax = λx.
No caso em que A e´ a matriz de adjaceˆncia de um grafo qualquer G,
se λ satisfaz o problema de autovalor complementar (5.1)-(5.3), dizemos que λ e´
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um autovalor complementar do grafo G e o conjunto de todos os autovalores com-
plementares distintos de um grafo G e´ chamado de espectro complementar do grafo
G.
Um dos motivos pelos quais estamos interessados nesse problema foi
exposto por Seeger em [48]. Segundo ele, o espectro complementar de um grafo G
parece representar melhor um grafo em relac¸a˜o aos outros espectros cla´ssicos asso-
ciados a um grafo qualquer (espectro usual, espectro laplaciano, espectro laplaciano
sem sinal...), uma vez que na˜o existem pares coespectrais com relac¸a˜o ao espectro
complementar para grafos com ate´ 7 ve´rtices ([48]). Ale´m disso, baseados em alguns
experimentos que estamos realizando, acreditamos que para grafos com 8 ve´rtices
tambe´m na˜o existam pares coespectrais com relac¸a˜o ao espectro complementar.
Em Fernandes et al. [21] foi provado que o espectro complementar de
G e´ formado pelos raios espectrais (maior autovalor da matriz de adjaceˆncia) dos
subgrafos induzidos de G, sem contar as multiplicidades.
Se G e´ um grafo desconexo o raio espectral de G e´ o ma´ximo dos raios
espectrais de cada uma das componentes conexas de G, uma vez que o espectro de
um grafo desconexo e´ a unia˜o do espectro das componentes conexas de G. Portanto,
e´ suficiente considerar G um grafo conexo. Ale´m disso, tambe´m e´ suficiente consi-
derarmos somente os subgrafos induzidos conexos de G para o ca´lculo do espectro
complementar de G, exatamente pelo mesmo motivo: o raio espectral de um sub-
grafo induzido desconexo e´ o maior dos raios espectrais das componentes conexas
desse subgrafo.
Assim, a fim de determinar o espectro complementar de um grafo, e´ ne-
cessa´rio determinar o raio espectral do grafo em questa˜o, bem como de todos os seus
subgrafos induzidos conexos. Vale destacar que, a` priori, na˜o temos conhecimento
acerca do nu´mero de autovalores complementares de um grafo, uma vez que esse
nu´mero esta´ associado a` quantidade de subgrafos induzidos conexos que possuem
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raios espectrais distintos entre si. Esse e´ um fator negativo no estudo do espectro
complementar comparado aos outros espectros associados a um grafo, onde sabemos
exatamente qual e´ o nu´mero de autovalores em questa˜o.
Note que, se os grafos de uma determinada classe possuem raios espec-
trais distintos entre si, enta˜o os espectros complementares dos grafos dessa classe
tambe´m sera˜o distintos entre si. Portanto, nosso objetivo inicial e´ procurar por
classes de grafos onde os raios espectrais sa˜o distintos.
Nesse sentido, durante nosso estudo conseguimos determinar um orde-
namento pelo raio espectral na classe das lollipops (grafo obtido anexando um ciclo
Ck a um ve´rtice pendente de um caminho Pn−k, com 3 ≤ k ≤ n), onde o grafo lolli-
pop com o maior raio espectral e´ aquele formado por um triaˆngulo C3 e um caminho
Pn−3, e o grafo lollipop que tem o menor raio espectral e´ o ciclo Cn. Assim, os grafos
lollipops com n ve´rtices teˆm raios espectrais distintos entre si e, por consequeˆncia,
os grafos dessa classe possuem espectros complementares distintos entre si.
Como trabalhos futuros pretendemos dar prosseguimento ao estudo so-
bre o espectro complementar de um grafo, estabelecendo principalmente classes de
grafos que sa˜o determinados por esse espectro ou que possuam diferentes espectros
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